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Either the well was very deep, or she fell very slowly.
Sazˇetak
Bazˇdarne interakcije formalno su opisane jezikom svezˇnjeva. Medu njima posebno
zanimljiv primjer je Hopfov svezˇanj S1 ↪→ S3 → S2, u kojem su vlakno, totalni
prostor i bazna mnogostrukost redom sfere. Ovaj svezˇanj predstavlja geometrij-
sku pozadinu visˇe zikalnih fenomena. U ovom radu c´emo detaljnije analizirati dva
takva primjera: elektromagnetske cˇvorove i magnetske monopole. Nakon uvod-
nih poglavlja o Maxwellovim jednadzˇbama i Hopfovom svezˇnju, biti c´e detaljno
izlozˇene konstrukcije spomenutih elektromagnetskih polja. U zavrsˇnom poglavlju
c´emo dati krac´i pregled eksperimentalnih potraga za magnetskim monopolima te
osnovnih prijedloga generiranja elektromagnetskih cˇvorova.
Hopf bundles and electromagnetic eld
Abstract
Gauge interaction’s formal description is that of bre bundles. A particularly in-
teresting example is the Hopf bre bundle S1 ↪→ S3 → S2, where the bre, the
total space and the base manifold are all respective spheres. e Hopf bundle is
the geometrical representation of many physical phenomena. In this thesis two
such examples will be closely inspected: electromagnetic knots and the magne-
tic monopole. Following introductory chapters on Maxwell’s equations and the
Hopf bundle, a detailed construction of the aforementioned electromagnetic elds
will be studied. In the closing chapter we will provide a short review of experi-
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1 Uvod
Vec´ su i najstarije ljudske civilizacije bile upoznate s elektricˇnim i magnetskim pojavama u
prirodi. Primjerice, anticˇki izvori navode staticˇki elektricitet proizveden trljanjem jantara
(etimolosˇki trag vidimo u grcˇkoj rijecˇi za jantar, ηλεκτρoν) i magnetsko polje u zˇeljeznoj
rudi koje privlacˇi druge komade zˇeljeza (grcˇka rijecˇΜαγνησ λυθoσ). Suvremeni, objedi-
njen opis elektromagnetskog polja rezultat je visˇestoljetnog sakupljanja empirijskih cˇinje-
nica. Sredinom 19. stoljec´a James Clerk Maxwell je prostornu i vremensku ovisnost elek-
tricˇnog i magnetskog polja zapisao pomoc´u cˇetiri vezane diferencijalne, odnosno integralne
jednadzˇbe. Ovaj naizgled jednostavan sustav jednadzˇbi opisuje nepregledno mnosˇtvo zi-
kalnih fenomena, od staticˇnih polja mirujuc´ih naboja i stacionarnih struja do turbulentnih
elektromagnetskih polja u plazmi. Stoga ne cˇudi sˇto se proucˇavanje elektromagnetskog
polja opetovano pokazalo plodnim tlom za primjenu razlicˇitih geometrijskih metoda.
U Maxwellovim jednadzˇbama je lako uocˇljiv “asimetricˇan odnos” elektricˇnih i magnet-
skih izvora. Naime, dok s jedne strane imamo monopolne, pozitivno ili negativno nabijene
izvore elektricˇnog polja, u prirodi do sada nisu pronadeni analogni magnetski monopoli,
tocˇkaste cˇestice koje bi bile “nosioci” iskljucˇivo jednog od magnetskih polova (vidi 6. poglav-
lje). Naime, sva do sada opazˇena magnetska polja dolaze od elektricˇnih struja ili magnetskih
domena u materijalima s kolektivnim magnetskim poljem mikroskopskih magnetskih di-
pola (molekule, atomi, subatomske cˇestice). Jednostavnim raspolavljanjem magnetiziranog
feromagneta nec´emo dobiti dva odvojena magnetska pola, vec´ dva nova magneta, svaki
sa svoja dva pola. Hipotetski magnetski monopoli zanimljivi su nam i zbog jednog teorij-
skog aspekta, do sada nerazjasˇnjene cˇinjenice kvantiziranosti elektricˇnih naboja u prirodi.
Paul Adrien Maurice Dirac 1931. godine [2] otkrio je fascinantnu vezu: samo postojanje
magnetskih monopola povlacˇi kako su svi elektricˇni naboji u prirodi nuzˇno visˇekratnici
nekog elementarnog elektricˇnog naboja (vidi 5. poglavlje). Nazˇalost, argument ne radi u
oba smjera pa sama cˇinjenica kako je elektricˇni naboj do sada opazˇenih cˇestica kvantiziran
ne povlacˇi nuzˇno postojanje magnetskih monopola u prirodi.
Iste godine kada je i Dirac otkrio vezu izmedu magnetskih monopola i kvantizacije elek-
tricˇnih naboja, matematicˇar Heinz Hopf [3] je konstruirao svezˇanj koji je igrao vazˇnu ulogu
u algebarskoj topologiji, a kako c´e se kasnije pokazati, i u teorijskoj zici. Jednostavnim
jezikom, Hopf je svakoj tocˇki 2-dimenzionalne sfere S2 “zalijepio” po jednu kruzˇnicu S1,
tako da su svake dvije ulancˇane te sve zajedno ispunjavaju 3-dimenzionalnu sferu S3. Tra-
utman [7] i Ryder [9] su detaljnom analizom pokazali kako se ova geometrijska konstruk-
cija krije u pozadini polja magnetskog monopola. Nesˇto kasnije, pocˇetkom 90-ih godina
20. stoljec´a, Ran˜ada i suradnici [13] su pronasˇli rjesˇenja Maxwellovih jednadzˇbi utemeljena
na Hopfovom svezˇnju, u kojem su silnice elektricˇnih i magnetskih polja isprepletene karike.
Cilj ovog rada je opisati matematicˇki formalizam Hopfovih svezˇnjeva te objasniti na koji
nacˇin ga koristimo u konstrukciji elektromagnetskih cˇvorova i prepoznajemo u formalnoj
pozadini polja magnetskog monopola. Ovaj rad zapocˇinjemo izlaganjem o Maxwellovim
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jednadzˇbama i elektromagnetskom tenzoru, prvo u dobro poznatom vektorskom obliku, a
kasnije zapisano preko jezika diferencijalnih formi. Ovaj formalizam je podloga svih kas-
nijih razmatranja. U trec´em poglavlju detaljno iznosimo Hopfovu konstrukciju svezˇnja,
pocˇevsˇi od jednostavnijeg primjera S0 ↪→ S1 → S1 kako bismo jednostavnije pristupili ana-
lizi glavnog objekta S1 ↪→ S3 → S2. Sljedec´e je poglavlje posvec´eno elektromagnetskim
cˇvorovima, odnosno ulancˇanim elektromagnetskim poljima u vakuumu. Pokazati c´emo
kako se takva rjesˇenja Maxwellovih jednadzˇbi mogu dobiti pomoc´u Hopfovog svezˇnja i
promotriti neka njihova osnovna svojstva. Peto poglavlje je posvec´eno magnetskom polju
magnetskog monopola, njegovom formalnom prikazu jezikom svezˇnjeva te vezi s Hopfovim
svezˇnjem. U sˇestom poglavlju dan je pregled eksperimentalnih potraga za magnetskim mo-
nopolom i pokusˇaja konstruiranja spomenutih elektromagnetskih cˇvorova u laboratoriju.
U dodacima su izdvojeni krac´i pregledi matematicˇkih koncepata i alata koji su u upotrebi
kroz cijelu ovu radnju.
Konvencije. U radu c´emo uglavnom koristiti prirodni sustav jedinica, u kojem su br-
zina svjetlosti i reducirana Planckova konstanta jedinice, c = ~ = 1. Sva polja se nalaze
u prostor-vremenu Minkowskog M, cˇiju metriku oznacˇavamo s ηµν . Signatura prostorno-
vremenske metrike je (−,+,+,+). Za apstraktne indekse tenzora koristimo mala slova s
pocˇetka latniskog alfabeta, {a, b, . . . }. Za indekse prostorno-vremenskih komponenti ten-
zora koristimo mala slova grcˇkog {µ, ν, . . . }, dok za prostorne komponente tenzora koris-
timo mala slova iz sredine latinskog alfabeta {i, j, . . . }. Prostorni 3-vektori su oznacˇeni
masnim slovima. n-dimenzionalne sfere su oznacˇene sa Sn, pri cˇemu je trivijalna, 0-dimen-




Fiziku elektricˇnih i magnetskih fenomena moguc´e je svesti na nekolicinu matematicˇkih









gdje je ρ volumna gustoc´a naboja, r vektor iz ishodisˇta do tocˇke u kojoj mjerimo polje, a r′
vektor iz ishodisˇta do izvora polja. Magnetsko polje stacionarne volumne raspodjele struje









gdje je J volumna gustoc´a struje. Oba polja na probni naboj Q djeluju silom, elektricˇno
polje djeluje Coulombovom silom
F(r) = QE(r) (2.3)
a magnetsko polje Lorentzovom silom
F(r) = Q (v ×B(r)) (2.4)
tako da je ukupna sila na probni naboj Q dana izrazom
F(r) = Q
(
E(r) + v ×B(r)) (2.5)
Spomenute relacije rezultat su opazˇanja provedenih tijekom 18. i 19. stoljec´a i prestav-
ljaju sukus brojnih eksperimentalnih provjera, od kojih mozˇemo izdvojiti nekoliko posebno
znacˇajnih. Ørsted je 1820. primjetio da se igla kompasa deektira kada se priblizˇi zˇici kroz
koju tecˇe struja, sˇto je bio prvi pokazatelj povezanosti elektricˇnih i magnetskih fenomena.
Ampe`re je kasnije te godine uocˇio da igla kompasa, kada se prisloni pored duge ravne zˇice
kojom tecˇe struja, iscrtava kruzˇne petlje oko zˇice u skladu s pravilom desne ruke. U kas-
nijim eksperimentima, Ampe`re je primjetio da se dvije zˇice u kojima naboj tecˇe u istom
smjeru privlacˇe, a one u kojima su struje antiparalelne odbijaju. Znamenit je i Faradayev
eksperiment iz 1831. godine, kada je Faraday proveo nekoliko pokusa sa strujnom petljom u
magnetskom polju. Primjetio je da povlacˇenje petlje kroz magnetsko polje, kao i povlacˇenje
magneta uz drzˇanje petlje ksnom, rezultira strujom koja potecˇe kroz petlju, a na temelju
cˇega je Faraday zakljucˇio kako promjena u magnetskom polju inducira elektricˇno polje.
Maxwell je dotad poznato ponasˇanje elektromagnetskih fenomena 1861. objedinio u cˇetiri
vezane linearne parcijalne diferencijalne jednadzˇbe
∇ · E = 1
0
ρ (2.6)
∇ ·B = 0 (2.7)
∇× E = −∂B
∂t
(2.8)




koje u potpunosti odreduju prostorno-vremensku ovisnost elektricˇnog i magnetskog po-
lja, a zakon (2.5) denira silu ovih polja na probni naboj. Ove jednadzˇbe vec´inom imaju i
zasebna imena, pa se npr. divergencija elektricˇnog polja zove Gaussov zakon, rotor elek-
tricˇnog polja zovemo Faradayev zakon, a rotor magnetskog polja se naziva i Ampe`reov
zakon. U Maxwellovim jednadzˇbama su sadrzˇani i neki zakoni koji se cˇesto navode izdvo-
jeni. Na primjer, jednadzˇbu kontinuiteta
∇ · J = −∂ρ
∂t
(2.10)
mozˇemo dobiti iz prve i cˇetvrte Maxwellove jednadzˇbe (tj. Gaussovog i Ampe`reovog za-
kona), primjenom vremenske derivacije na Gaussov zakon i divergencije na Ampe`reov.
Kada elektromagnetsko polje prikazujemo pomoc´u para prostorno i vremenski ovis-
nih vektorskih polja, elektricˇnog i magnetskog, mi implicitno koristimo koordinatni sustav
opazˇacˇice u kojem su zapisane komponente ovih polja. Objedinjen, kovarijantni zapis je
moguc´ ako elektromagnetsko polje prikazˇemo pomoc´u 4-dimenzionalnog antisimetricˇnog
tenzora Fab. Ovdje c´emo kratko izlozˇiti pripadni formalizam kojeg c´emo koristiti u kasnijoj
analizi. Pregled denicija osnovnih matematicˇkih objekata koje ovdje koristimo mozˇe se
nac´i u dodacima B i C.
2.1 Kovarijantni prikaz elektromagnetskog polja
Elektromagnetski tenzor Fab je antisimetricˇan tenzor ranga (0, 2). Ako je 4-vektor opazˇa-
cˇice ua, tada ovaj tenzor mozˇemo rastaviti na elektricˇnu i magnetsku 1-formu prema
E ≡ −iuF , B ≡ iu∗F (2.11)
gdje iX oznacˇava kontrahiranje s vektorskim poljem Xa. Konkretno, u zapisu s indeksima,
ove formule glase




Obratno, poznavanjem elektricˇnog polja Ea i magnetskog polja Ba mozˇemo “rekonstru-
irati” elektromagnetski tenzor Fab
F = u ∧ E + ∗(u ∧B) (2.13)
Ovu formulu mozˇemo dokazati koristec´i identitet
iX∗ω = ∗(ω ∧X) (2.14)
Ovdje je vazˇno napomenuti kako s lijeve strane jednakosti, u kontrakciji, imamo vektor-
sko polje Xa, a s desne strane jednakosti pripadnu dualnu 1-formu Xa. Promotrimo drugi
sumand u (2.13),
∗(u ∧B) = − ∗ (B ∧ u) = −iu∗B = −iu ∗ (iu∗F ) = −iu∗∗ (F ∧ u)
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Sada koristimo relaciju
∗∗ω = (−1)p(n−p)+sω (2.15)
gdje je p red diferencijalne forme ω, n dimenzija prostora, a s broj minusa u signaturi me-
trike. U nasˇem slucˇaju je ω = F ∧ u 3-forma, dakle p = 3, a kako su n = 4 i s = 1, onda
je
∗∗ (F ∧ u) = (−1)3·(4−3)+1(F ∧ u) = F ∧ u
Time smo dobili
∗(u ∧B) = −iu(F ∧ u)
Nadalje, za izvrijednjavanje kontrakcije iu(F ∧ u) koristimo relaciju
iX(αp ∧ βq) = (iXαp) ∧ βq + (−1)pαp ∧ iXβq (2.16)
Uzimajuc´i u obzir da je uaua = −1, odnosno iuu = −1, mozˇemo pisati
∗(u ∧B) =− (iuF ∧ u+ (−1)2F ∧ iuu) =
=− (iuF ∧ u+ F ∧ iuu) = E ∧ u+ F = −u ∧ E + F
odakle slijedi (2.13).
Promotrimo sada poblizˇe strukturu elektromagnetskog tenzora Fab u ovom rastavu. U
sustavu mirovanja, uµ = (1,0), imamo
Eµ = u
νFµν = u
0Fµ0 = Fµ0 (2.17)
Bµ = u












Kako su Fab i abcd antisimetricˇni tenzori, odmah vidimo da su E0 = 0 = B0. U pros-
tornim komponentama imamo (uobicˇajene) elektricˇne i magnetske 3-vektore,
Ei = ηiµEµ = Ei = Fi0 (2.19)





Sve skupa, komponente elektricˇnog i magnetskog polja mozˇemo zapisati u obliku
Eµ = (0, F10, F20, F30) , Bµ = (0, F23, F31, F12) (2.21)
Komponente elektromagnetskog tenzora Fab se cˇesto prikazuju pomoc´u matricˇnog prikaza,
Fµν =

0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By
Ey −Bz 0 Bx
Ez By −Bx 0
 (2.22)
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Ponekad koristimo i elektromagnetski tenzor s kontravarijantnim indeksima,
F µν = ηαµηβνFαβ (2.23)
F µν =

0 Ex Ey Ez
−Ex 0 Bz −By
−Ey −Bz 0 Bx
−Ez By −Bx 0
 (2.24)
Hodgeov dual elektromagnetskog tenzora u matricˇnom zapisu glasi
∗Fµν =

0 Bx By Bz
−Bx 0 −Ez Ey
−By Ez 0 −Ex




0 −Bx −By −Bz
Bx 0 −Ez Ey
By Ez 0 −Ex
Bz −Ey Ex 0
 (2.26)
Prostorno-vremenska ovisnost tenzora Fab zadana je Maxwellovim jednadzˇbama, koje
u kovarijantnom zapisu glase
∂νF
µν = 4pi Jµ(e) , ∂ν∗F µν = 0 (2.27)
Ovdje je Jµ(e) 4-vektor gustoc´e elektricˇne struje, J
µ
(e) = (ρ(e), j(e)), koji u svojim kompo-
nentama sadrzˇi gustoc´u elektricˇnog naboja ρ(e) i 3-vektor gustoc´e elektricˇne struje j(e). U
slucˇaju kada bi u prirodi imali i magnetske monopole, poopc´ene Maxwellove jednadzˇbe bi
glasile
∂νF
µν = 4pi Jµ(e) , ∂ν∗F µν = 4pi Jµ(m) (2.28)
gdje je 4-vektor gustoc´e magnetske struje Jµ(m) = (ρ(m), j(m)) deniran analogno 4-vektoru
Jµ(e).
U vakuumu Maxwellove jednadzˇbe poprimaju jednostavan oblik
∂νF
µν = 0 , ∂ν∗F µν = 0 (2.29)
Prevedene u jezik diferencijalnih formi, vakuumske Maxwellove jednadzˇbe nam govore da
su 2-forme Fab i ∗F ab zatvorene,
dF = 0 , d ∗F = 0 (2.30)
Time je motivirano uvodenje bazˇdarnog polja, 1-forme Aa preko
F = dA (2.31)
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Uvrsˇtavanjem ovog ansatza odmah vidimo da je jedna Maxwellova jednadzˇba automatski
zadovoljena (vidi dodatak C),
dF = d(dA) = d2A = 0 (2.32)
dok druga poprima oblik
d ∗F = d ∗dA = 0 (2.33)
Analogno mozˇemo uvesti i drugo bazˇdarno polje, 1-formu Ca preko
∗F = dC (2.34)










0ijk∗F jk = 0ijk∂jCk (2.36)
te
Ei = Fi0 = ∂iA0 − ∂0Ai = −∂iA0 − ∂0Ai (2.37)
Bi = ∗F 0i = ∂0Ci − ∂iC0 = ∂0Ci + ∂iC0 (2.38)
Upotrebom vektorskog zapisa ove jednakosti mozˇemo sazˇeti u
E =∇×C = −∇V − ∂tA , B =∇×A =∇U + ∂tC (2.39)
gdje smo uveli pokrate V = A0 i U = C0.
2.2 Svjetlosno elektromagnetsko polje
Pomoc´u tenzora elektromagnetskog polja mozˇemo konstruirati dva vazˇna skalara FµνF µν




B2 − E2) (2.40)
Fµν ∗F µν = 4E ·B (2.41)
Kako je po konstrukciji ocˇigledno rijecˇ o koordinatno neovisnim velicˇinama (svi indeksi
su kontrahirani pa na lijevim stranama imamo skalare), njih mozˇemo upotrijebiti u kova-
rijantnom klasiciranju tipova elektromagnetskih polja. Jedan posebno zanimljiv slucˇaj
su elektromagnetski valovi u vakuumu cˇije su elektricˇno i magnetsko polje u svakoj tocˇki
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prostora medusobno okomita vektorska polja te (u prirodnom sustavu jedinica) jednakog
iznosa,
E ·B = 0 , |E| = |B| (2.42)
Drugim rijecˇima, za elektromagnetski val u vakuumu skalari (2.40) i (2.41) isˇcˇezavaju,
FµνF
µν = Fµν ∗F µν = 0 (2.43)
Svako elektromagnetsko polje koje zadovoljava uvjet (2.43) zovemo svjetlosno elektro-
magnetsko polje.
Mi c´emo svjetlosna elektromagnetska polja analizirati pomoc´u Riemann-Silbersteinov-
og vektora,
F ≡ E+ iB (2.44)
gdje su E i B 3-vektori elektricˇnog i magnetskog polja, te Batemanovog ansatza [4]
F =∇α×∇β (2.45)
gdje su α, β : M→ C kompleksne funkcije koje po pretpostavci zadovoljavaju uvjet
∇α×∇β = i(α˙∇β − β˙∇α) (2.46)
Sada c´emo provjeriti dva vazˇna svojstva ovako deniranog polja.
(1) Batemanovo polje je svjetlosno elektromagnetsko polje. Promotrimo skalarni pro-
dukt izrazˇen preko (2.45) i (2.46)
F · F = (∇α×∇β) · i(α˙∇β − β˙∇α) (2.47)












ijk(∂jα)(∂kβ)(∂iβ) = 0 (2.49)
Buduc´i da u izrazu (2.49) imamo umnozˇak simetricˇnog i antisimetricˇnog tenzora, re-
zultat je nula. Analognim postupkom dobijemo da je (∇α ×∇β) ·∇α = 0. Time
smo zakljucˇili da je F · F = 0. S druge strane, raspisˇemo li F · F preko izraza (2.44),
dobivamo
0 = F · F = (E+ iB)(E+ iB) = E2 −B2 + 2iE ·B (2.50)
Konacˇno, iz realnog i imaginarnog dijela jednakosti F · F = 0 slijedi
E2 −B2 = 0 ⇔ |E| = |B| (2.51)
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E ·B = 0 (2.52)
Time smo dokazali da je Batemanovo polje uistinu svjetlosno elektromagnetsko polje.
(2) Batemanovo elektromagnetsko polje zadovoljava vakuumske Maxwellove jednadzˇbe.
Promotrimo divergenciju Riemann-Silbersteinovog vektora izrazˇenu preko Batema-
novog ansatza (2.45)




Korisˇtenjem izraza (2.48) mozˇemo izraz (2.53) dalje raspisati kao






ijk (∂i∂jα ∂kβ + ∂jα ∂i∂kβ) = 0 (2.54)
koji isˇcˇezava zbog kontrahiranja simetricˇnog i antisimetricˇnog tenzora. S druge stra-
ne, izrazimo li tu divergenciju preko (2.44) dobije se
0 =∇ · F =∇ · E+ i∇ ·B (2.55)
Iz realnog i imaginarnog dijela jednakosti∇ · F = 0 slijede dvije Maxwellove vaku-
umske jednadzˇbe, divergencije elektricˇnog i magnetskog polja,
∇ · E = 0 , ∇ ·B = 0 (2.56)
Promotrimo sada rotor Riemann-Silbersteinovog vektora, izrazˇenu opet preko izraza
(2.45) i (2.46)
∇× F = i∇× (α˙∇β − β˙∇α) (2.57)
Za racˇunanje gornjeg izraza c´e nam trebati identitet (vidi [20], str. 595)
∇× (fA) =∇f ×A+ f∇×A (2.58)
koji vrijedi za opc´enitu derivabilnu funkciju f i vektorsko poljeA. Koristec´i identitet
(2.58), izraz (2.57) mozˇemo zapisati kao
∇× F = i(∇α˙×∇β + α˙∇×∇β −∇β˙ ×∇α− β˙∇×∇α) (2.59)
U gornjem izrazu se dva puta pojavljuje rotor gradijenta koji je uvijek nula, tako da
se sredivanjem gornji izraz pojednostavi u
∇× F = i(∇α˙×∇β −∇β˙ ×∇α) = i ∂
∂t
(∇α×∇β) = iF˙ (2.60)
Ako gore dobivenu relaciju∇× F = iF˙ zapisˇemo preko relacije (2.44) slijedi
∇× E+ i∇×B =∇× F = iF˙ = iE˙− B˙ (2.61)
Usporedujuc´i realne i imaginarne dijelove u gornjoj relaciji, mozˇemo pisati
∇× E = −B˙ , ∇×B = E˙ (2.62)
sˇto su preostale dvije Maxwellove jednadzˇbe u vakuumu.
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Mozˇemo se pitati koliko je opc´enit Batemanov ansatz, odnosno mozˇe li se svako svje-
tlosno elektromagnetsko polje prikazati na slicˇan nacˇin? Hogan [11] je pokazao da je od-
govarajuc´e poopc´enje Batemanovog ansatza oblika
F = h(α, β)∇α×∇β (2.63)
gdje su α i β funkcije koje opet zadovoljavaju uvjet
∇α×∇β = i(α˙∇β − β˙∇α) , (2.64)
gdje tocˇka oznacˇava parcijalnu derivaciju po vremenu. Drugim rijecˇima, mnozˇenjem os-
novnog Batemanovog ansatza s nekom opc´enitom (holomorfnom) funkcijom h mozˇemo
prikazati svako svjetlosno elektromagnetsko polje. Sada c´emo ponoviti postupak provjere
u ovom poopc´enom slucˇaju.
(1) Poopc´eno Batemanovo polje je svjetlosno elektromagnetsko polje. Prisustvo funkcije
h(α, β) u ansatzu ne utjecˇe na ranije izveden zakljucˇak pa on i dalje vrijedi.
(2) Poopc´eno Batemanovo elektromagnetsko polje zadovoljava vakuumske Maxwellove
jednadzˇbe. U ovom dijelu c´e nam trebati identiteti (vidi [20], str.595)
∇ · (fA) = A ·∇f + f∇ ·A (2.65)
∇× (fA) =∇f ×A+ f∇×A (2.66)
koji vrijede za opc´enitu derivabilnu funkciju f i vektorsko polje A. Promotrimo di-
vergenciju vektora F izrazˇenu preko poopc´enog Batemanovog ansatza (2.63)





Izrazimo li gornju relaciju koristec´i prvi od spomenutih identiteta (2.65), dobivamo
∇ · F = (∇α×∇β) ·∇h+ h∇ · (∇α×∇β) (2.68)
Ako u izraz (2.68) uvrstimo relaciju (2.53) i (2.54) u konacˇnici mozˇemo pisati
∇ · F = (∇α×∇β) ·∇h (2.69)
Gradijent funkcije h mozˇemo rastaviti prema
∇h = ∂αh∇α + ∂βh∇β (2.70)
gdje smo uveli pokrate
∂α ≡ ∂
∂α
, ∂β ≡ ∂
∂β
Uvrsˇtavanjem natrag u izraz (2.69) slijedi da je
∇ · F = (∇α×∇β) · (∂αh∇α + ∂βh∇β) = 0 (2.71)
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gdje smo za izvrijednjavanje zadnje jednakosti koristili izraz (2.49). Ako dobivenu
relaciju∇ ·F = 0 izrazimo preko E i B pomoc´u (2.44), a zatim rastavimo na realni i
imaginarni dio, dobivamo prve dvije vakuumske Maxwellove jednadzˇbe
∇ · E = 0 , ∇ ·B = 0 (2.72)







a upotrebom identiteta (2.66) slijedi
∇× F =∇h× (∇α×∇β) + h∇× (∇α×∇β) (2.74)
Drugi sumand smo vec´ raspisivali kod osnovnog Batemanovog ansatza (2.57) – (2.60),
pa mozˇemo koristiti taj rezultat
∇× F =∇h× (∇α×∇β) + ih ∂
∂t
(∇α×∇β) (2.75)
Kada uvrstimo i gradijent funkcije h (2.70), nasˇ izraz izgleda ovako
∇× F = (∂αh∇α + ∂βh∇β)× (∇α×∇β) + ih ∂
∂t
(∇α×∇β) (2.76)
Za racˇunanje vrijednosti prvog sumanda u izrazu (2.76), prvo c´emo uvrstiti relaciju
(2.64), a zatim izmnozˇiti sve cˇlanove
(∂αh∇α + ∂βh∇β)× i(α˙∇β − β˙∇α) =
= i(∂αh α˙∇α×∇β − ∂αhβ˙∇α×∇α + ∂βh α˙∇β ×∇β − ∂βhβ˙∇β ×∇α)
Kako je∇α×∇α = 0 i ∇β ×∇β = 0, izraz se svodi na
(∂αh∇α + ∂βh∇β)× i(α˙∇β − β˙∇α) = i(∂αh α˙∇α×∇β − ∂βh β˙∇β ×∇α)
Uvrsˇtavanjem dobivenog izraza u relaciju (2.76) dobijemo
∇× F = i(∂αh α˙∇α×∇β − ∂βhβ˙∇β ×∇α) + ih ∂
∂t
(∇α×∇β) (2.77)
odnosno, kada izlucˇimo zajednicˇki cˇlan








iz izraza (2.63) slijedi da je
∇× F = i ∂
∂t
(h∇α×∇β) = iF˙ (2.80)
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Uvrstimo li u gornju jednadzˇbu F iskazan preko polja E i B (2.44), dobiti c´emo
∇× E+ i∇×B = i(E˙+ iB˙) = −B˙+ iE˙ (2.81)
Usporedujuc´i realni i imaginarni dio slijede preostale dvije Maxwellove jednadzˇbe
∇× E = −B˙ , ∇×B = E˙ (2.82)
Primjer. Promotrimo jedan jednostavan primjer ovakve konstrukcije, gdje smo za h, α
i β odabrali redom ove funkcije
h = ieiα , α = z − t , β = x+ iy








∣∣∣∣∣∣∣ = xˆ · (0− i)− yˆ · (0− 1) = −ixˆ+ yˆ
Provjerimo da li ovako odabrane α i β zadovoljavaju uvjet nad tim funkcijama kod
poopc´enog Batemanovog ansatza (2.64)
i (∂tα∇β − ∂tβ∇α) = i (−(xˆ+ iyˆ)− 0) = −i(xˆ+ iyˆ) = −ixˆ+ yˆ
Vidimo da smo dobili upravo isti izraz kao kod vektorskog mnozˇenja ∇α × ∇β , dakle
uvjet je zadovoljen. Uvrsˇtavanjem ovog produkta natrag u ansatz dobije se
F = i(−ixˆ+ yˆ) ei(z−t) = (xˆ+ iyˆ) ei(z−t)
Izrazimo li sada F preko realnih i imaginarnih komponenti, dobijemo
F = (xˆ cos(z − t)− yˆ sin(z − t)) + i (xˆ sin(z − t) + yˆ cos(z − t))
gdje u realnoj komponenti prepoznajemo elektricˇno, a u imaginarnoj magnetsko polje
E = xˆ cos(z − t)− yˆ sin(z − t)
B = xˆ sin(z − t) + yˆ cos(z − t)
Ovo je elektromagnetsko polje kruzˇno polariziranog ravnog vala koji putuje u zˆ smjeru.
Ideju zapisa elektromagnetskog polja pomoc´u Riemann-Silbersteinovog vektora mozˇe-
mo jednostavno prenijeti u formalizam diferencijalnih formi. Ovdje uvodimo Riemann-Sil-
bersteinovu 2-formu,
F ≡ F + i ∗F (2.83)
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Takoder, poopc´eni Batemanov ansatz mozˇemo zapisati u obliku
F = h(α, β) dα ∧ dβ (2.84)
uz pretpostavku da funkcije α i β zadovoljavaju zahtjev analogan relaciji (2.64)
dα ∧ dβ = f ∗(dα ∧ dβ) (2.85)
uz neku funkciju f . Primjenom vanjske derivacije odmah vidimo da je
dF = dh ∧ dα ∧ dβ = (∂αh dα + ∂βh dβ) ∧ dα ∧ dβ = 0 (2.86)
S druge strane, znamo da je
dF = dF + i d∗F (2.87)
Stoga, usporedbom realnog i imaginarnog dijela, slijede vakuumske Maxwellove jednadzˇbe
(2.30).
Uvjeriti c´emo se i da je ovako zapisano polje svjetlosno, odnosno da je zadovoljen uvjet
(2.43). Raspisˇemo li umnozˇak FabFab dobije se
FabFab = (Fab + i ∗F ab)(F ab + i ∗F ab) = FabF ab − ∗F ab ∗F ab + 2iFab ∗F ab (2.88)
Pokazati c´emo da su prva dva cˇlana medusobno jednaka. Zapisˇemo li te Hodge duale preko
izraza (C.11), dobijemo






gdje mozˇemo primjetiti kontrahirane Levi-Civita tenzore, koje racˇunamo pomoc´u izraza
(C.12). Raspisivanjem i daljnjim sredivanjem dobijemo
(∗F )ab (∗F )ab = 1
4






b − δgb δha
)
F abFgh (2.90)
Kontrahiranje s Kroneckerima c´e proizvesti dva jednaka cˇlana, pa smo time dobili sljedec´u
jednakost
(∗F )ab (∗F )ab = −1
2
· 2F abFab = −F abFab (2.91)
Uvrsˇtavanjem ovog rezultata natrag u izraz (2.88) slijedi
FabFab = 2(FabF ab + iFab ∗F ab) (2.92)
S druge strane, izrazimo li F preko poopc´enog Batemanovog ansatza (2.84), dobije se
FabFab = h2(dα ∧ dβ)ab
(
f ∗(dα ∧ dβ))ab (2.93)
Ovaj izraz se korisˇtenjem (C.13) svodi na
FabFab = 2fh2 ∗ (dα ∧ dβ ∧ dα ∧ dβ) = 0 (2.94)
cˇime smo dokazali da je ovo elektromagnetsko polje svjetlosno.
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3 Hopfovi svezˇnjevi
Svezˇnjevi svoju primjenu u zici prije svega nalaze u formalnom opisu bazˇdarnih polja. Os-
novna ideja lokalne bazˇdarne invarijantnosti polazi od slobode neovisnog odabira bazˇdare-
nja (elementa bazˇdarne grupe) u svakoj tocˇki zicˇkog, “baznog” prostora. Ovdje nailazimo
na geometrijski problem prikaza sveukupne bazˇdarne slobode na cijelom prostoru. Lokalno,
na otvorenim skupovima, to je uvijek samo Kartezijev produkt promatranog otvorenog
skupa i prostora bazˇdarne slobode (“vlakna”). Globalno, ovakvi lokalni dijelovi mogu biti
spojeni u “totalni” prostor na netrivijalan nacˇin, onaj koji nije nuzˇno opet Kartezijev pro-
dukt baznog prostora i vlakna. Ova geometrijska slika formalizirana je jezikom svezˇnjeva
(osnovni pojmovi su denirani u Dodatku D).
Heinz Hopf otkrio je [3] vazˇan slucˇaj svezˇnja u kojem su vlakno, totalni prostor i bazna
mnogostrukost sfere,
S1 ↪→ S3 → S2
Osnovna ideja polazi od odabira projekcije koja svakoj kruzˇnici unutar 3-sfere S3 pridruzˇuje
po jednu tocˇku u 2-sferi S2. Danas znamo kako je ovo jedan od cˇetiri slicˇna svezˇnja [25],
F E B
S0 S1 RP 1 ∼= S1
S1 S3 CP 1 ∼= S2
S3 S7 HP 1 ∼= S4
S7 S15 OP 1 ∼= S8
Ovdje R, C, H i O predstavljaju, redom, polja realnih brojeva, kompleksnih brojeva, kva-
terniona i oktoniona, a RP 1, CP 1, HP 1 i OP 1 su pripadni projektivni prostori.
3.1 Projektivni prostori
Denicija 3.1. Za relaciju∼ na nepraznom skupu S kazˇemo da je relacija ekvivalencije
akko je
(a) reeksivna, ∀x ∈ S : x ∼ x,
(b) simetricˇna, ∀x, y ∈ S : x ∼ y ⇒ y ∼ x i
(c) tranzitivna, ∀x, y, z ∈ S : x ∼ y ∧ y ∼ z ⇒ x ∼ z.
Jednom kada je na skupu S zadana relacija ekvivalencije, tada za svaki x ∈ S mozˇemo
denirati skup
[x] ≡ {y ∈ S | x ∼ y} (3.1)
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kojeg zovemo klasa ekvivalencije elementa x. Sve klase ekvivalencije na nekom skupu su
ili jednake ili disjunktne, sˇto znacˇi da klase ekvivalencije skup S razdjeljuju na disjunktne
dijelove. Klase ekvivalencije mozˇemo okupiti u kvocijentni skup
S/∼ ≡ {[x] | x ∈ S} (3.2)
Koristan pomoc´ni pojam na skupu s relacijom ekvivalencije je projekcija p : S → S/∼,
denirana s p(x) = [x]. Na primjer, ako na skupu cijelih brojeva Z deniramo relaciju ekvi-
valencije “x ∼ y akko je x− y paran cijeli broj”, tada je Z/∼= {[0], [1]}. U ovom primjeru
projekcija p svakom parnom cijelom broju pridjeljuje klasu [0], a svakom neparnom klasu
[1].
Ako je na skupu s relacijom ekvivalencije bila zadana i topologija, tada postoji i “priro-
dan” odabir topologije na kvocijentnom skupu.
Denicija 3.2. Neka je (X,TX) topolosˇki prostor na kojem je denirana relacija ekviva-
lencije ∼ i pripadna projekcija p : X → X/∼ . Tada kvocijentni prostor deniramo kao
skup X/∼ s topologijom
TX/∼ ≡
{
O ⊆ X/∼ | p−1(O) ∈ TX
}
(3.3)



















Primjer. Promotrimo Euklidsku ravninu R2 sa standardnom topologijom te izdvojimo
jednu tocˇku T . Ako na ovom skupu deniramo relaciju ekvivalencije “A ∼ B akko |AT | =
|BT |”, tada su klase ekvivalencija koncentricˇne kruzˇnice sa sredisˇtem u tocˇki T . Nadalje,
prema gornjoj deniciji skup koncentricˇnih kruzˇnica s radijusom r ∈ 〈1, 2〉 je otvoren skup,
a skup koncentricˇnih kruzˇnica s radijusom r ∈ [1, 2] zatvoren skup.
Nama posebno zanimljivi slucˇajevi su topolosˇki prostori Rn i Cn (sa standardnom to-
pologijom) u kojima su kao klase ekvivalencija izdvojeni pravci koji prolaze kroz nulu.
Oznacˇimo s K polje (R ili C), s “0” nulu u polju (aditivni neutralni element) te s K× =
K−{0}. Nadalje, oznacˇimo sKn Kartezijev produkt n kopija prostoraK (s produktnom to-
pologijom) i opet, radi jednostavnosti, s “0” ishodisˇte ovog prostora. Tada na skupuKn−{0}
deniramo relaciju ekvivalencije,
a ∼ b ⇔ ∃λ ∈ K× : a = λb
i pripadni kvocijentni prostor
KP n−1 ≡ (Kn − {0})/∼ (3.5)
Promotriti c´emo malo detaljnije dva najjednostavnija primjera, RP 1 i CP 1.
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(1) Realni projektivni prostor RP 1 sastoji se od klasa ekvivalencije oblika[
(x, y)
]
= {(x′, y′) ∈ R2 − {0} | ∃λ ∈ R× : (x′, y′) = (λx, λy)} (3.6)




] ∈ RP 1 | x 6= 0} , O2 = {[(x, y)] ∈ RP 1 | y 6= 0} (3.7)
















Ove koordinate mozˇemo, pomoc´u stereografske projekcije (vidi Dodatak 1) presli-











s lokalnom koordinatnom kartom ψ2 mozˇemo uvesti preslikavanje















pri cˇemu je vazˇno naglasiti kako ova denicija ne ovisi o izboru reprezentanta klase




preslikana u sjeverni pol (0, 1).
Isti rezultat dobili bismo kompozicijom inverza projekcije iz juzˇnog pola kruzˇnice s






= (sin(2φ), cos(2φ)) (3.11)
Odavde se lako provjeri da je RP 1 homeomorfan s kruzˇnicom S1.
(2) Kompleksni projektivni prostor CP 1 sastoji se od klasa ekvivalencije oblika[
(z, w)
]
= {(z′, w′) ∈ C2 − {0} | ∃λ ∈ C× : (z′, w′) = (λz, λw)} (3.12)




] ∈ CP 1 | z 6= 0} , O2 = {[(z, w)] ∈ CP 1 | w 6= 0} (3.13)
















Ove koordinate mozˇemo, pomoc´u stereografske projekcije (vidi Dodatak 1) preslikati




a2 + b2 + 1
,
2b
a2 + b2 + 1
,
a2 + b2 − 1




s lokalnom koordinatnom kartom ψ2 mozˇemo uvesti preslikavanje









|z|2 + |w|2 ,
2Im(zw)





Na primjer, prva komponenta je izracˇunata prema
2a
a2 + b2 + 1
=
2Re (z/w)
(Re (z/w))2 + (Im (z/w))2 + 1
=
2Re(z/w)
1 + |z/w|2 =
=
|w|2 · 2Re(z/w)






|w|2 + |z|2 =
2Re(zw)
|w|2 + |z|2 (3.17)
i analogno za ostale komponente.
Opet valja naglasiti kako denicija preslikavanja γ ne ovisi o izboru reprezentanta




preslikana u sjeverni pol
(0, 0, 1). Isti rezultat dobili bismo kompozicijom inverza projekcije iz juzˇnog pola
kruzˇnice s lokalnom koordinatnom kartom ψ1. Odavde se mozˇe provjeriti da je kvo-
cijentni prostor CP 1 homeomorfan sa sferom S2, poznatom josˇ kao Riemannova
sfera.
Spomenimo usput kako je kvocijentni prostorRP 3 homeomorfan je s Liejevom grupom
SO(3) koja parametrizira rotacije u Euklidskom prostoru R3.
3.2 Jednodimenzionalni Hopfov svezˇanj
Sada c´emo promotriti najjednostavniju verziju Hopfovog svezˇnja,
S0 ↪→ S1 → RP 1
pi β
κN,S αN,S
S1 RP 1 S1
R1 R1
Slika 3.1. Shematski prikaz jednodimenzionalnog Hopfovog svezˇnja.
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Konstrukcija polazi od totalnog prostora, kruzˇnice
E = S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} (3.18)
i bazne mnogostrukosti, projektivnog prostora B = RP 1. Projekcija pi : E → B s totalnog

















Drugim rijecˇima, ovdje trazˇimo sve one tocˇke (x′, y′) ∈ E cˇija je projekcija zadana tocˇka












Klase su jednake kad su njihovi elementi u relaciji
(x′, y′) ∼ (x, y) (3.22)
sˇto znacˇi da postoji λ ∈ R×, takav da je
(x′, y′) = (λx, λy) (3.23)
Kako su (x′, y′) i (x, y) tocˇke na jedinicˇnoj kruzˇnici, imamo
1 = x′2 + y′2 = λ2x2 + λ2y2 = λ2(x2 + y2) = λ2 (3.24)
odakle slijedi
λ2 = 1 ⇒ λ = ±1 (3.25)
Dakle,
F = {(x, y), (−x,−y)} (3.26)
Radi jasnije usporedbe s kasnijim, slozˇenijim primjerom, ovdje naglasˇavamo kako je ovo
vlakno (par tocˇaka) moguc´e prepoznati kao 0-dimenzionalnu sferu,
F ∼= S0 ∼= {−1,+1} ⊆ R (3.27)
Lokalne trivijalizacije
τi : Oi × F → pi−1(Oi) ⊆ E




] ∈ B | x 6= 0} , O2 = {[(x, y)] ∈ B | y 6= 0} (3.28)



























Ovdje smo tocˇke vlakna obiljezˇili s ±1,
x/|x| = sgn(x) ∈ {−1,+1} , y/|y| = sgn(y) ∈ {−1,+1} (3.30)
Potrazˇimo sada lokalne trivijalizacije τ1 i τ2:
• upotrebom pokrata r = y/x i s = x/|x| imamo









⇒ |x| = 1√
1 + r2
x = s|x| = s√
1 + r2












• upotrebom pokrata r = x/y i s = y/|y| imamo









⇒ |y| = 1√
1 + r2
y = s|y| = s√
1 + r2












Konacˇno, prijelazna funkcija τ−11 ◦ τ2 : O2 × F → O1 × F dana je izrazom(
τ−11 ◦ τ2
)














Na vlaknu stoga imamo preslikavanje s 7→ (r/|r|)s, a kako je r/|r| = sgn(r) ∈ {−1,+1},
vidimo da je strukturna grupa u ovom slucˇaju G = Z2. Kako je grupa Z2 homeomorfna
vlaknu F = S0, ovo je stoga primjer glavnog svezˇnja, P (S1,Z2).
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3.3 Hopfov svezˇanj
Nama posebno zanimljiv slucˇaj je Hopfov svezˇanj
S1 ↪→ S3 → CP 1
pi γ
κN,S αN,S
S3 CP 1 S2
R3 C
Slika 3.2. Shematski prikaz Hopfovog svezˇnja.
Konstrukcija opet polazi od totalnog prostora, u ovom slucˇaju 3-sfere S3,
E = S3 = {(x, y, u, v) ∈ R4 | x2 + y2 + u2 + v2 = 1} (3.33)
i bazne mnogostrukosti, kompleksnog projektivnog prostora CP 1. Sferu S3 je tesˇko zorno
predocˇiti. Na primjer, mozˇemo je prikazati pomoc´u dvije disjunktne kugle cˇiji su rubovi
formalno identicirani, a spojisˇna sfera S2 predstavlja “ekvator” sfere S3. Nama je prakticˇno
smjestiti sferu S3 u prostor C2 s koordinatama z = x+ iy i w = u+ iv. U ovakvom prikazu
za svaku tocˇku (z, w) ∈ S3 vrijedi
|z|2 + |w|2 = 1 (3.34)
















Oznacˇimo s (z′, w′) ∈ E tocˇku cˇija je projekcija zadana tocˇka [(z, w)] ∈ B. Ponavljanjem













Jednakost medu klasama ekvivalencije vrijedi ako su njhovi elementi u relaciji, (z′, w′) ∼
(z, w), pa po deniciji postoji kompleksni broj λ ∈ C×, takav da je
(z′, w′) = (λz, λw) (3.38)
Kako obje tocˇke, (z, w) i (z′, w′), zadovoljavaju relaciju (3.34), vrijedi
1 = |z′|2 + |w′|2 = |λz|2 + |λw|2 = |λ|2 (|z|2 + |w|2) = |λ|2 (3.39)
odnosno, λ lezˇi na jedinicˇnoj kruzˇnici u kompleksnoj ravnini,
λ = eiφ , φ ∈ [0, 2pi〉
Vidimo da sve tocˇke (z′, w′) koje projekcija preslikava u tocˇku [(z, w)] lezˇe na kruzˇnici u S3
koja je zadana fazom φ
(z′, w′) = (λz, λw) = (eiφz, eiφw) (3.40)
Time smo ustanovili kako je vlakno promatranog svezˇnja kruzˇnica S1 u 3-sferi S3.
Slika 3.3. Hopfov svezˇanj. Istaknuto je nekoliko tocˇaka u bazi i
pripadna vlakna u totalnom prostoru.
Lokalne trivijalizacije
τi : Oi × F → pi−1(Oi) ⊆ E
deniramo na otvorenim skupovima
O1 =
{
(z, w) ∈ B | z 6= 0} , O2 = {(z, w) ∈ B | w 6= 0} (3.41)



























Ovdje smo tocˇke vlakna obiljezˇili s kompleksnim fazama,
z/|z| = eiφz , w/|w| = eiφw (3.43)
Potrazˇimo sada lokalne trivijalizacije τ1 i τ2 :
• upotrebom pokrata ρ = z/w i σ = w/|w| imamo






|z|2 ⇒ |z| =
1√
1 + |ρ|2
z = σ|z| = σ√











• upotrebom pokrata ρ = w/z i σ = z/|z| imamo






|w|2 ⇒ |w| =
1√
1 + |ρ|2
w = σ|w| = σ√











Prijelazne funkcije su dane kompozicijom lokalnih trivijalizacija(
τ−11 ◦ τ2
)
(ρ, σ) = τ−11
( ρσ√












Promatranjem uocˇavamo da se faza σ mnozˇi s fazom od ρ, dakle dobili smo da je djelovanje
s vlakna na vlakno kod nasˇe prijelazne funkcije zadano mnozˇenjem faza, a to znacˇi da je u
ovom slucˇaju grupa G = U(1). Kako je grupa U(1) homeomorfna vlaknu S1, vidimo da je
Hopfov svezˇanj glavni svezˇanj P (S2, U(1)).
Na kraju ove analize c´emo prikazati vazˇna preslikavanja u Hopfovom svezˇnju u kombi-
naciji sa stereografskim projekcijama. Upotrebom projekcije pi : S3 → CP 1 i preslikavanja
γ : CP 1 → S2, deniranog u (3.16), te uzimajuc´i u obzir uvjet (3.34), dobivamo
(γ ◦ pi)((z, w)) = (2Re(zw), 2Im(zw), |z|2 − |w|2) (3.47)
U realnim koordinatama, z = x + iy, w = u + iv, ovo preslikavanje mozˇemo zapisati u
narednom obliku
(x, y, u, v) 7→
(




Valja napomenuti kako Hopf u orginalnom cˇlanku [3] ima nesˇto drugacˇiji odabir zapisa
koordinata, z = x− iy te w = u− iv, kojeg koriste i neki moderniji autori.
Nadalje, upotrebom stereografskih projekcija αN , αS : S2 → C imamo




= z/w za w 6= 0 (3.49)




= w/z za z 6= 0 (3.50)




















gdje je uvedena pokrata ρ2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2, pa kompozicijom dobivamo






2x3 + i(ρ2 − 1) (3.52)
Za ovu kompoziciju uvodimo posebnu pokratu
ϕ ≡ αN ◦ γ ◦ pi ◦ κ−1N (3.53)
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4 Elektromagnetski cˇvorovi
Sada c´emo analizirati detalje Ran˜adine konstrukcije elektromagnetskih cˇvorova pomoc´u
Hopfovog svezˇnja [12–14,16,18]. Ukratko, glavna ideja je povuc´i volumnu 2-formu sa sfere
S2 u Euklidski prostor R3 pomoc´u projekcije u Hopfovom svezˇnju i stereografskih projek-
cija, te pokazati kako ona tamo predstavlja 2-formu elektromagnetskog polja u pocˇetnom
trenutku (naknadno mozˇemo dobiti i njegovu vremensku evoluciju).
4.1 Cˇvorovi i karike
Nefomalno, cˇvor (engl. knot) je zatvorena glatka krivulja smjesˇtena u prostor R3, a karika
(engl. link) skup visˇe medusobno isprepletenih, disjunktnih cˇvorova u prostoru. Povijesno
se cˇvorovi u razlicˇitim oblicima primjene pojavljuju u nizu drevnih kultura: kao nacˇin zapi-
sivanja i prac´enja informacija kod Inka i drugih andalskih naroda, kao dekorativni element
u kineskoj narodnoj umjetnosti, kao duhovni simbol u tibetanskom budizmu (beskonacˇni
cˇvor), kao umjetnicˇki motiv kod Kelta, zatim u nordijskim kulturama (valknut, inacˇica tako-
zvanih Boromejskih prstenova, mozˇe se primjetiti kao cˇesto prisutan motiv u pronadenim
isklesanim kamenim plocˇama), i tako dalje. Zacˇetak moderne matematicˇke teorije cˇvorova
nalazimo u Gaussovim radovima, koji je u 19. stoljec´u denirao broj ulancˇavanja pomoc´u
integralne formule. William omson (Lord Kelvin) pokusˇao je atome objasniti pomoc´u
stabilnih vrtloga etera koji su svezani u cˇvorove [1]. Kelvin je bio inspiriran Helmholt-
zovim otkric´ima u mehanici uida, strukturi vrtloga koje je moguc´e opisati zapetljanim
jednodimenzionalnim nitima. Kelvinova teorija je kasnije oborena Michelson–Morleyevim
eksperimentom, a svojstva atoma su objasˇnjena kvantnom zikom. Pa ipak, cˇvorovi i karike
danas se pojavljuju u zici kvantnih uida kao i u nekim drugim kvantnim fenomenima,
npr. kod teorijski previdenih aniona (engl. anyons).
Denicija 4.1. Neka su X i Y topolosˇki prostori. Za preslikavanje f : X → Y kazˇemo
da je topolosˇko smjesˇtenje ako je f homeomorzam prostora X i topolosˇkog prostora
f(X) s (relativnom) topologijom induciranom iz prostora Y .
Denicija 4.2. Neka su M i N glatke mnogostrukosti. Za preslikavanje f : M → N
kazˇemo da je
• imerzija ako je f∗ : TM → TN injektivno u svakoj tocˇki mnogostrukosti M ;
• glatko smjesˇtenje ako je f glatka imerzija koja je topolosˇko smjesˇtenje.
Primjeri:
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• preslikavanje f : R → R2 denirano s f(x) = (x, |x|) je topolosˇko smjesˇtenje, ali
nije imerzija jer nije derivabilno u x = 0
• preslikavanje g : R → R2 denirano s g(x) = (x3, x2) je derivabilno topolosˇko
smjesˇtenje, ali nije imerzija jer g′(0) = (0, 0) pa g∗ : T0R → T(0,0)R2 preslikava sve
tangentne vektore u nul-vektor
• preslikavanje h : R → R2 denirano s h(x) = (x3 − 4x, x2 − 4) je imerzija, ali
nije topolosˇko (a stoga niti glatko) smjesˇtenje jer krivulja h(R) presjeca samu sebe u
x = ±2
Denicija 4.3. Cˇvor (engl. knot) je glatko smjesˇtenje kruzˇnice S1 u prostor R3. Karika
(engl. link) je glatko smjesˇtenje k ∈ N disjunktnih kopija kruzˇnice S1 u prostor R3.
Mi c´emo promatrati samo karike s dvije komponente. Najjednostavnija takva je Hop-
fova karika,
Slika 4.1. Hopfova karika.
Neka je zadana karika s orijentiranim komponentama, nacrtana projicirana na dvodi-
menzionalnu Euklidsku ravninu R2. Svakoj tocˇki gdje se sijeku projicirane komponente
karike mozˇemo pridruzˇiti jedan od brojeva ±1 prema pravilu kako je skicirano na crtezˇu
ispod
+1 −1
Tada broj ulancˇavanja (engl. linking number) deniramo kao sumu svih brojeva koji su
pridruzˇeni tocˇkama presjecisˇta, podijeljenu s 2. Na primjer, u slucˇaju Hopfove karike imamo
dvije moguc´e orijentacije, kao sˇto je prikazano na crtezˇu ispod.
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` = −1 ` = +1
Slika 4.2. Broj ulancˇavanja dvije razlicˇite orijentacije Hopfove karike.
4.2 Hopf-Ran˜adino elektromagnetsko polje
Kao sˇto je spomenuto u uvodu, projekciju u Hopfovom svezˇnju c´emo upotrijebiti za kons-
trukciju 2-forme koja c´e predstavljati tenzor Fab elektromagnetskog polja.
U n-dimenzionalnoj mnogostrukosti s metrikom gab volumna forma je oblika
 =
√
|g| dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn (4.1)
gdje je g determinanta metrike. Na jedinicˇnoj sferi S2 u sfernom koordinatnom sustavu





sin θ dθ ∧ dφ (4.2)
Promotrimo sad sferu S2 uronjenu u Euklidski prostor R3 s Kartezijevim koordinatama
(s1, s2, s3).












2 = 1 (4.3)
odmah imamo
s1ds1 + s2ds2 + s3ds3 = 0 (4.4)
pa u svim tocˇkama gdje je s3 6= 0 mozˇemo pisati




















Sada c´emo ovu 2-formu “povuc´i” u kompleksnu ravninu C pomoc´u inverza stereografske
projekcije αN ,
σ = (α−1N )
∗σ˜ ∈ Ω2(C) (4.7)
Pomoc´u stereografske projekcije mozˇemo lako isˇcˇitati koordinate tocˇke na sferi S2 cˇija je
projekcija u kompleksnoj ravnini tocˇka ξ = a+ ib
α−1N (a+ ib) =
(
2a
a2 + b2 + 1
,
2b
a2 + b2 + 1
,
a2 + b2 − 1
a2 + b2 + 1
)
(4.8)
Uvrstimo li to u gore navedeni izraz za σ
















a2 + b2 + 1
a2 + b2 − 1 d
( 2a




a2 + b2 + 1
)
Raspisivanjem dobijemo
σ = − 1
pi
da ∧ db
(a2 + b2 + 1)2
(4.9)
Zˇelimo σ zapisati pomoc´u ξ. Uocˇimo prvo
dξ ∧ dξ¯ = (da+ idb) ∧ (da− idb) = −ida ∧ db+ idb ∧ da = −2i da ∧ db (4.10)
da ∧ db = dξ ∧ dξ¯−2i





(1 + |ξ|2)2 (4.11)
Dobivena forma σ je zatvorena forma, dσ = 0, jer je maksimalnog ranga na mnogostrukosti
C.
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Hopfova konstrukcija nam nudi nekoliko preslikavanja iz R3 u C, koja mozˇemo upotri-
jebiti za povlacˇenje 2-forme σ u (zikalni) prostor R3.
• Ranije smo uveli preslikavanje ϕ,
ϕ(x1, x2, x3) =
2(x1 + ix2)
2x3 + i(ρ2 − 1) (4.12)
• Preslikavanje ϑ dobije se ciklicˇkom zamjenom koordinata
(x1, x2, x3) 7→ (x2, x3, x1) : ϑ(x1.x2, x3) = 2(x2 + ix3)
2x1 + i(ρ2 − 1) (4.13)
• Preslikavanje χ dobije se ciklicˇkom zamjenom koordinata
(x1, x2, x3) 7→ (x3, x1, x2) : χ(x1, x2, x3) = 2(x3 + ix1)
2x2 + i(ρ2 − 1) (4.14)
Projekciju ϕ c´emo, kao sˇto smo vec´ najavili, upotrijebiti za konstrukciju 2-forme u R3,
deniranu kao
F = −√a ϕ∗σ (4.15)
gdje je a dimenzionalna konstanta uvedena za potrebu kasnije normalizacije polja. Pogle-






























ξ ◦ ϕ)(r) = ξ(ϕ(r)) ≡ ϕ (4.17)








gdje je F Hopf-Ran˜adino elektromagnetsko polje. Uvjerimo se da je F stvarno elektro-
magnetski tenzor, tj. da ovako denirana 2-forma Fµν zadovoljava Maxwellove jednadzˇbe
(2.30). Uvrsˇtavanjem (4.15) u prvu Maxwellovu jednadzˇbu se lako provjeri da je jednadzˇba
zadovoljena:
dF = d(−√a ϕ∗σ) = −√a d(ϕ∗σ) = −√a ϕ∗(dσ) = 0 (4.19)
Kod provjere valjanosti druge Maxwellove jednadzˇbe koristiti c´emo relaciju koja povezuje
preslikavanja ϕ i ϑ
∗(ϕ∗σ) = −ϑ∗σ (4.20)
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Jednostavnim racˇunom vidimo da je i druga Maxwellova diferencijalna jednadzˇba zadovo-
ljena:
d ∗F = d(−√a ∗(ϕ∗σ)) = −√a d ∗(ϕ∗σ) = −√a d(−ϑ∗σ) = √a ϑ∗(dσ) = 0 (4.21)
U oba slucˇaja, posljednja jednakost vrijedi zato sˇto je σ forma maksimalnog ranga, pa je
automatski zatvorena, dσ = 0.
Da bismo izrazili elektromagnetski tenzorF po komponentama, treba izracˇunati vanjski
produkt iz izraza (4.18). Pogledajmo prvo cˇemu je opc´enito jednako α ∧ β
α ∧ β = (αµdxµ) ∧ (βνdxν) = αµβν dxµ ∧ dxν = 1
2
(αµβν − ανβµ) dxµ ∧ dxν
Usporedbom ovog raspisa sa (C.2) lako isˇcˇitamo da je
(α ∧ β)µν = αµβν − ανβµ (4.22)
U nasˇem slucˇaju se u 2-formi F (4.18) javlja vanjski produkt oblika dϕ ∧ dϕ¯, gdje su dϕ i
dϕ¯ 1-forme za koje vrijedi da je dϕ = (∂µϕ)dxµ, tj. pisˇemo (dϕ)µ = ∂µϕ. Izvrijednimo li
produkt dϕ ∧ dϕ¯ po relaciji (4.22), slijedi
(dϕ ∧ dϕ¯)µν = dϕµdϕ¯ν − dϕνdϕ¯µ = ∂µϕ∂νϕ¯− ∂νϕ∂µϕ¯ (4.23)














Elektromagnetski tenzor Fµν c´emo, radi cˇitkijeg zapisa, izraziti uz pokratu













Rastav elektromagnetskog tenzora na elektricˇnu i magnetsku 1-formu smo vec´ proveli
u poglavlju 2.1. U sustavu mirovanja opazˇacˇice uµ = (1,0) elektricˇno i magnetsko polje su
Eµ = (0, F10, F20, F30) , Bµ = (0, F23, F31, F12) (4.27)
Uvrstimo to natrag u nasˇ izraz za Fµν (4.26)





Dakle, vektorski zapisano, slijedi da je elektricˇno polje dano izrazom
E = −g(ϕ, ϕ¯)(∇ϕ¯∂tϕ− ∂tϕ¯∇ϕ) (4.29)
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U izrazu (4.29) se pojavljuje vremenska ovisnost funkcije ϕ, koja nam nije poznata (jer
smo ϕ konstruirali u R3 ), tako da elektricˇno polje nec´emo racˇunati ovim putem. No, po-
gledajmo sˇto je s magnetskim poljem, tj. sˇto se dobije uvrsˇtavanjem u (4.26) za magnetsko
polje
Bi = Bi =
1
2
 ρσ0i Fρσ =
1
2
 kli Fkl = −
1
2







 kli g(ϕ, ϕ¯) · 2∂kϕ¯∂lϕ = − kli g(ϕ, ϕ¯)∂kϕ¯∂lϕ = −g(ϕ, ϕ¯)(~∇ϕ¯× ~∇ϕ)i (4.30)
Odnosno, vektorski zapis magnetskog polja B dan je izrazom
B = −g(ϕ, ϕ¯)∇ϕ¯×∇ϕ (4.31)
Magnetsko polje mozˇemo izracˇunati jer su nam poznate prostorne derivacije funkcije ϕ.
Kako se oblik∇ϕ¯×∇ϕ pokazao pogodniji za racˇunanje polja, istim c´emo putem odre-
diti i elektricˇno polje, koristec´i pri tome dualni elektromagnetski tenzor ∗Fµν . Dualni elek-
tromagnetski tenzor se dobije povlacˇenjem 2-forme σ pomoc´u preslikavanja ϑ, a od tenzora
Fµν se razlikuje po zamjeni mjesta elektricˇnog i magnetskog polja, tj. njihovih polozˇaja u
matrici (vidi 2.22 i 2.25). Dakle, racˇunanjem analognog izraza oblika ∼ ∇ϑ¯ ×∇ϑ dobiti
c´emo trazˇeno elektricˇno polje.
E = −g(ϑ, ϑ¯)∇ϑ¯×∇ϑ (4.32)
Elektricˇno i magnetsko polje kao realnu i imaginarnu komponentu elektromagnetskog ten-
zora F mozˇemo dobiti i preko poopc´enog Batemanovog ansatza (2.63), odaberemo li za
kompleksne funkcije α i β te funkciju h sljedec´e vrijednosti











Pogodno je raditi u bezdimenzionalnim koordinatama (X, Y, Z, T ), koje se od zicˇkih
koordinata (x1, x2, x3, t) razlikuju za λ
(X, Y, Z, T ) = λ(x1, x2, x3, t) (4.34)
gdje je λ konstanta sa dimenzijom inverzne duljine. Na ovaj smo nacˇin, pomoc´u program-















1 +X2 − Y 2 − Z2, 2(−Z +XY ), 2(Y +XZ)) (4.36)
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Iz gornjih izraza za B i E, preko relacija B = ∇ ×A i E = ∇ ×C, takoder pomoc´u












(1,−Z, Y ) (4.38)
4.3 Vremenska evolucija elektromagnetskih cˇvorova
Za pronac´i elektromagnetski cˇvor deniran u svakom trenutku, iz pocˇetnih uvjeta Cauc-
hyeve zadac´e, koristiti c´emo Fourierovu analizu. Slijedec´i postupak iz cˇlanka [24] radimo
Fourierov rastav vektora B+ iE,









gdje je k ·x = ωt−k·r, ω2 = k2, a realni vektoriR1 iR2 moraju, da bi vrijedile Maxwellove
jednadzˇbe, zadovoljavati sljedec´e relacije:
k ·R1 = k ·R2 = R1 ·R2 = 0 (4.40)
k×R2 = ωR1, k×R1 = −ωR2 (4.41)
















R1(k) sin(k · x) +R2(k) cos(k · x)
)
(4.43)
Vektore R1 i R2 racˇunamo iz pocˇetnih uvjeta Cauchyeve zadac´e elektromagnetskog polja






B(r, 0) + iE(r, 0)
)
eik·r (4.44)


















3,−ωk1 − k1k2,−k1k3) (4.46)





pi(A2 + T 2)3





pi(A2 + T 2)3
(QH2 − PH1) (4.48)
gdje su vrijednosti A,P,Q dane relacijama
A =
R2 − T 2 + 1
2
, P = T (T 2 − 3A2), Q = A(A2 − 3T 2) (4.49)
a vektori H1 i H2 su
H1 =
(
Y + T −XZ,−X − (Y + T )Z, −1− Z






1 +X2 + Z2 − (Y + T )2
2
,−Z +X(Y + T ), Y + T +XZ
)
(4.51)
Ovakvo rjesˇenje zadovoljava relacije E ·B = 0 i |E| = |B|.
Direktnom provjerom se vidi da naredne funkcije generiraju gore navedeno vremenski
ovisno elektricˇno i magnetsko polje (4.47) i (4.48)
ϕ(r, t) =
(AX − TZ) + i(AY + T (A− 1))
(AZ + TX) + i
(
A(A− 1)− TY ) (4.52)
ϑ(r, t) =
(
AY + T (A− 1))+ i(AZ + TX)
(AX − TZ) + i(A(A− 1)− TY ) (4.53)








1 +X2 + (Y + T )2 + Z2
)2
(A2 + T 2)3
(4.54)
Iz gornjeg izraza vidimo da se gustoc´a energije elektromagnetskog cˇvora u vremenu sma-
njuje. Drugim rijecˇima, elektromagnetski cˇvor se “rasprsˇuje” u vremenu.
4.4 Slozˇeniji elektromagnetski cˇvorovi
U Hopfovom svezˇnju svako vlakno je povezan prostor, kruzˇnica S1, a svaka dva vlakna su
ulancˇana u Hopfovu kariku. Zˇelimo li pronac´i elektromagnetsko polje koje je slozˇenije od
osnovnog Hopf-Ran˜adinog rjesˇenja, potrebno je nekako zakomplicirati ovu geometrijsku
konstrukciju.
• Multiplicitet m preslikavanja f : S3 → S2 je broj povezanih komponenti vlakna
f−1(T ) iznad tocˇke T ∈ S2. Kod Hopf-Ran˜adinog rjesˇenja ocˇigledno imamo m = 1.
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Ran˜ada i Trueba [16, 24] su pokazali kako dobiti elektromagnetske cˇvorove s opc´e-
nitim multiplicitetom. Osnovna ideja je upotreba “rotiranja” kompleksnih brojeva
operacijom
ρm(z) ≡ |z| exp(mArg(z)) (4.55)
za svaki m ∈ Z. Zamjenom preslikavanja ϕ, ϑ s
ϕ(m) ≡ ρm(ϕ) , ϑ(m) ≡ ρm(ϑ) (4.56)
dobivamo elektromagnetski cˇvor izgraden iz svezˇnja s projekcijom multipliciteta m.
Pripadno elektricˇno i magnetsko polje su samo visˇekratnici osnovnih polja
E(m)(r, t) = mE(r, t) , B(m)(r, t) = mB(r, t) (4.57)
• Elektromagnetski cˇvorovi s vec´im brojem ulancˇavanja su prvi put pronadeni u cˇlanku
[32]. Ideja je poopc´iti Hopf-Ran˜adino rjesˇenje zapisano u Batemanovom obliku,
F =∇α×∇β
s potenciranim funkcijama,
F =∇αp ×∇βq (4.58)
za neke p, q ∈ Z. Pri tom silnice postaju tzv. (p, q) torusni cˇvorovi.
4.5 Ulancˇanost i helicitet elektromagnetskih cˇvorova
Ulancˇanost parova silnica elektricˇnog ili magnetskog polja Hopf-Ran˜adinog rjesˇenja dana
je brojem ulancˇavanja, koji je usko povezan s helicitetima promatranog elektromagnetskog
polja [23, 24, 31]. Opc´enito, postoji veza (vidi [24], str. 207) izmedu tzv. Hopfovog indeksa n
(zapisanog pomoc´u integrala 3-forme A∧F po totalnom prostoru S3), broja ulancˇavanja `
i multipliciteta m
`m2 = n =
∫
S3
A ∧ F (4.59)
Kod osnovnog Hopf-Ran˜adinog rjesˇenja imamo m = 1 pa je ` = n a direktnim racˇunom








A ·B d3r (4.61)
i gore navedenih izraza za elektricˇno i magnetsko polje te pripadne bazˇdarne potencijale,
dobivamo
hee = am
2 = hmm (4.62)
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Jednakost elektricˇnog i magnetskog heliciteta ovdje nije iznenadenje, s obzirom da je Hopf-
Ran˜adino rjesˇenje jedan specijalan slucˇaj Batemanovog rjesˇenja. Ovdje je posebno zanim-
ljivo to sˇto su helicitet i Hopfov indeks dovedeni u direktu vezu: ove dvije velicˇine su pro-




(hee + hmm) = an
Slika 4.1. Prikaz vlakana u totalnom prostoru Hopfovog svezˇnja.
Mozˇemo primjetiti da su svake dvije kruzˇnice medusobno ulancˇane.
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5 Magnetski monopoli
Magnetski monopol je tocˇkasta cˇestica koja nosi magnetski naboj i izvor je magnetskog po-
lja na analogan nacˇin kao sˇto je tocˇkasti elektricˇni naboj izvor elektricˇnog polja. U ovom po-
glavlju c´emo pokazati da se magnetsko polje magnetskog monopola mozˇe prikazati pomoc´u
vektorskih potencijalaA koji su lokalno denirani na otvorenim skupovima oko monopola
a medusobno se razlikuju do na bazˇdarnu transformaciju. Zahtjev konzistentnosti bazˇdarne
transformacije rezultira izrazom koji povezuje elektricˇni i magnetski naboj, tzv. Diracovim
kvantizacijskim uvijetom koji povezuje postojanje magnetskih monopola i kvantiziranost
elektricˇnog naboja. Polje i bazˇdarni potencijal monopola izraziti c´emo i jezikom diferen-
cijalnih formi, te pokazati da se zika magnetskog monopola mozˇe matematicˇki prikazati
Hopfovim svezˇnjem.
5.1 Magnetsko i bazˇdarno polje magnetskog monopola
Kao sˇto smo vec´ naveli u 2. poglavlju, Maxwellova jednadzˇba ∇ · B = 0 (2.7) dopusˇta
izrazˇavanje magnetskog polja pomoc´u vektorskog potencijala A (2.39), buduc´i da je diver-
gencija rotora nula
∇ ·B =∇ · (∇×A) = 0 (5.1)
Pogledajmo bi li ovakav zapis bio zadovoljen u slucˇaju postojanja magnetskog monopola.





gdje smo uveli pokratu km ≡ µ0/4pi. Uvrsˇtavanjem ovog izraza u (2.7) dobijemo





Za r > 0 divergencija je stvarno nula, no problem nastaje u tocˇki u kojoj se nalazi monopol,
za r = 0. Integriranjem po kugliK radijusaR te korisˇtenjem Gaussovog teorema za prijelaz
na integral po rubnoj sferi S = ∂K dobivamo∫
K
(∇ ·B) dτ =
∮
S
B · da = km g
R2
· 4piR2 = 4pikmg = µ0g (5.4)
Sve skupa dakle mozˇemo zapisati
∇ ·B = µ0gδ(r) (5.5)





B · da =
∮
S
(∇×A) · da =
∮
∂S
A · dl = 0 (5.6)
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Zadnja jednakost vrijedi jer je rub sfere ∂S prazan skup. Nekonzistentnost nastaje zbog
toga sˇto je u prethodnom izrazu pretpostavljeno da postoji globalno denirano vektorsko
magnetsko polje A koje mozˇemo bez problema integrirati po sferi S .
Problemu se mozˇe jednostavnije pristupiti izrazimo li magnetsko polje B i potencijal
A preko sfernih koordinata. Zapisˇimo prvo izraz za rotor opc´enitog vektora v u sfernim
koordinatama































Izrazimo li magnetsko polje B preko ovog zapisa, dobijemo



























φˆ = 0 (5.9)
Vidimo da je jedan konzistentan odabir komponenti
Ar = 0, Aθ = 0, Aφ = Aφ(r, θ) (5.10)











(− ∂r(rAφ))θˆ = 0 (5.11)
Iz gornjeg izraza vidimo da je ∂r(rAφ) = 0, odnosno da rAφ nema ovisnosti o r. Dakle,
mozˇemo zakljucˇiti da je ovisnost iskljucˇivo o kutu θˆ pa pisˇemo
rAφ = f(θ)⇒ Aφ = f(θ)
r
(5.12)
Vratimo li to u izraz za magnetsko polje (5.8) i izjednacˇimo li sve skupa sa poljem magnet-













Uredivanjem ovog izraza dobije se
∂θ (f(θ) sin θ) = kmg sin θ (5.14)
Integriranjem posljednje jednakosti slijedi da je
f(θ) sin θ = −kmg cos θ + C (5.15)
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Za odredivanje konstante C pozivamo se na jednadzˇbu (2.39)∮
∂S
A · dl =
∫
S
B · da (5.16)
koja povezuje integrale po plohi S i njenom rubu ∂S. Integraciju c´emo provesti u dva
slucˇaja: za plohu integracije c´emo prvo koristiti gornju polusferu S+, pa donju polusferu
S−. U oba slucˇaja krivulja C = ∂S je “ekvator”, kruzˇnica u θ = pi/2 ravnini.
a) Pretpostavimo li da je A nesingularno na 0 ≤ θ ≤ pi/2, imamo
Aφ · 2piR = km g
R2
· 2piR2 (5.17)
Znamo da je Aφ = f+(θ)/r, pa je




Uvrstimo li to u (5.17), slijedi
f+(θ)
R
· 2piR = 2pikmg (5.19)






Ovu c´emo relaciju upotrijebiti za odredivanje konstante, koristec´i prethodno dobijen
izraz
f(θ) sin θ = −kmg cos θ + C (5.21)






b) Ako pretpostavimo da jeA nesingularno za pi/2 ≤ θ ≤ pi, smjer integracijske krivulje
je tada obrnut, pa vrijedi
−Aφ · 2piR = km g
R2
· 2piR2 (5.23)
Kako je Aφ = f−(θ)/r, slijedi

















U konacˇnici oba rezultata mozˇemo zapisati ovako
f±(θ) sin θ = −kmg cos θ ± kmg = ±kmg(1∓ cos θ) (5.27)
f±(θ) = ±kmg1∓ cos θ
sin θ
(5.28)




, Ar = 0, Aθ = 0 (5.29)
dobijemo izraz za magnetski potencijal
A±(r, θ) = ±kmg1∓ cos θ
r sin θ
φˆ (5.30)
Sad vidimo pozadinu prethodno spomenute nekonzistentnosti - ispravno integriranje
valja zasebno napraviti na svakoj od polusfera s pripadnim nesingularnim dijelom vektor-
skog potencijala A∫
S










A+ · dl −
∫
C
A− · dl =
∫
C
(A+ −A−) · dl (5.31)
Linijski element u sfernim koordinatama je opc´enito
dl = dr rˆ + r dθ θˆ + r sin θ dφ φˆ (5.32)
U nasˇem slucˇaju se integracija vrsˇi po kruzˇnici u ekvatorijalnoj ravnini, dakle r je konstanta,
θ = pi/2, pa je onda linijski element
dl = 0 + 0 +R · sin pi
2
· dφ φˆ = R dφ φˆ (5.33)
Ostaje nam uvrstiti dobiveni dl u (5.31)∫
S
B · da =
∫
S
(∇×A) · da =
∫
C














=(kmg + kmg) φ
∣∣∣∣2pi
0
= 2kmg · 2pi = 4pikmg (5.34)
Vidimo da uz ovako zadan magnetski potencijalA integriranje daje tocˇan rezultat, u skladu
s relacijom (5.4).
Pogledajmo kako izgleda razlika A+ i A−
A+ −A− =kmg 1− cos θ
r sin θ










U gornjem izrazu prepoznajemo gradijent. Pogledajmo prvo kako je zadan gradijent u sfer-


















Uvrstimo li to u (5.35), dobijemo da je
A+ −A− = 2kmg∇φ (5.38)
Dakle, polja A+ i A− razlikuju se do na bazˇdarnu transformaciju
A+ = A− +∇λ , λ = 2kmgφ (5.39)
5.2 Magnetski monopol i kvantizacija naboja
Neka je ψ valna funkcija fermiona mase m i naboja q, opisanog Diracovim Lagranzˇijanom
L = i~cψ¯γµ∂µψ −mc2ψ¯ψ (5.40)
Kod lokalne bazˇdarne simetrije zahtjevamo da Lagranzˇijan bude invarijantan na transfor-
maciju
ψ → eiθ(x)ψ (5.41)




pa se transformacija derivacije polja mozˇe zapisati na sljedec´i nacˇin
∂µψ → e−iqλ/~c
(
∂µ − i q~c(∂µλ)
)
ψ (5.43)
Vidimo da se derivacijom polja dobio dodatni cˇlan. Medutim, ako u Lagranzˇijanu svaku
derivaciju zamijenimo s kovarijantnom derivacijom Dµ
Dµ ≡ ∂µ + i q~cAµ (5.44)
gdje se bazˇdarno polje Aµ transformira prema Aµ → Aµ + ∂µλ, svi c´e se dodatni cˇlanovi
ponisˇtiti i Lagranzˇijan c´e uistinu biti invarijantan.








U nasˇem slucˇaju, na dijelu prostora u kojem je bazˇdarno polje A± imamo pripadnu valnu
















Za φ = 0 vrijedi jednakost
ψ+(φ = 0) = exp(0)ψ− = ψ−(φ = 0) (5.48)
Nadalje, mora vrijediti i
ψ+(φ = 2pi) = ψ+(φ = 0) (5.49)
ψ−(φ = 2pi) = ψ−(φ = 0) (5.50)
Raspisˇimo sada relaciju izmedu valnih funkcija koristec´i gornje relacije




















ψ+(φ = 0) (5.51)
Dakle, dobili smo






ψ+(φ = 0) (5.52)








pa u konacˇnici mozˇemo pisati
2qkmg
~
= n ∈ Z (5.54)







n , n ∈ Z (5.55)
Drugim rijecˇima, samo postojanje magnetskih monopola bi bilo dovoljno za teorijsko ob-
jasˇnjenje kvantiziranosti elektricˇnog naboja.
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5.3 Magnetski monopol u formalizmu diferencijalnih formi
Sada c´emo analizirati magnetsko polje magnetskog monopola,
B(r) = B(r) rˆ = Bre(r) (5.56)
u formalizmu diferencijalnih formi. Koristimo sferni koordinatni sustav u kojem metrika
Minkowskog ima naredne komponente
ηµν =

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ
 (5.57)
Racˇunanjem vidimo da su kovarijantna i kontravarijantna komponenta jednake
Br = ηrµB
µ = ηrrB
r = Br (5.58)
odnosno, drugim rijecˇima, magnetsko polje kao 1-forma je B = B(r)dr. Uvrstimo li to u
relaciju (2.13)
F = u ∧ E + ∗(u ∧B) (5.59)
gdje je sada elektricˇno polje E = 0, a 4-vektor opazˇacˇice je uµ = (1,0), tj. uµ = (−1,0),
dobije se
F = ∗(u ∧B) = ∗(−dt ∧B(r)dr) = −B(r) ∗ (dt ∧ dr) (5.60)
Izracˇunajmo sada Hodgeov dual 2-forme dt ∧ dr. Identitet (C.14) za α = β svodi se na





µ1···µp) dt ∧ dr ∧ dθ ∧ dφ (5.61)
Uvrstimo sada α = dt ∧ dr. Determinanta metrike Minkowskog u sfernom koordinat-
nom sustavu je
|η| = | − 1 · 1 · r2 · r2 sin2 θ| = |r4 sin2 θ| ⇒
√
|η| = r2 sin θ (5.62)
Relacija (5.61) nam daje
dt ∧ dr ∧ ∗(dt ∧ dr) = ηttηrrr2 sin θ dt ∧ dr ∧ dθ ∧ dφ =
= − r2 sin θ dt ∧ dr ∧ dθ ∧ dφ (5.63)
Usporedimo li lijevu i desnu stranu dobivene jednakosti, mozˇemo primjetiti da je
∗(dt ∧ dr) = −r2 sin θ dθ ∧ dφ (5.64)
Uvrstimo dobiveni rezultat natrag u izraz (5.60)
F = −B(r) ∗ (dt ∧ dr) = kmg sin θ dθ ∧ dφ (5.65)
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Dobiveni izraz mozˇemo zapisati i na sljedec´i nacˇin
F = kmg sin θ dθ ∧ dφ = d(−kmg cos θ dφ) (5.66)
gdje u derivaciji prepoznajemo bazˇdarni potencijal A zadan relacijom F = dA. Konkretno,
bazˇdarna 1-forma je oblika
A = −kmg cos θ dφ+ dλ (5.67)
gdje λ predstavlja bazˇdarnu slobodu u izboru, buduc´i je ddλ = 0. Usporedbom s ranije
dobivenim bazˇdarnim potencijalima (5.30) mozˇemo pisati
A± = ±kmg(1∓ cos θ) dφ (5.68)
5.4 Svezˇanj u pozadini magnetskog monopola
Kako bismo magnetski monopol doveli u vezu s Hopfovim svezˇnjem, valja prvo prevesti
gornje razmatranje vektorskog potencijala i bazˇdarnih transformacija u formalni jezik svezˇ-
njeva. Na ovu vezu je prvi ukazao Trautman [7], dok su detalje razradili Minami [8] i
Ryder [9].
Fizikalni prostor u kojem je denirano polje magnetskog monopola je Euklidski pros-
tor R3 bez ishodisˇta (u kojem je smjesˇten monopol). Na ovom prostoru zˇelimo prikazati
bazˇdarne slobode koje su nam na “raspolaganju” kod primjene principa lokalne bazˇdarne
invarijantnosti. Stoga, prirodno je za baznu mnogostrukost odabrati M = R3 − {0}.
Medutim, valja uocˇiti da je ovu mnogostrukost moguc´e neprekidnim preslikavanjem
H : [0, 1]×M →M , H(t, r) = (1− t)r+ t|r| r
deformirati u jedinicˇnu sferu S2. Stoga, jednostavnosti radi (vidi teorem 9.1 u [27]), ekvi-
valentno mozˇemo za baznu mnogostrukost odabrati sferu S2. Ovu sferu c´emo pokriti s dva
otvorena skupa,
O+ = S2 − S , O− = S2 −N
gdje su N i S, redom, sjeverni i juzˇni pol. Elektromagnetsko polje je U(1) bazˇdarna inte-
rakcija, sˇto znacˇi da c´e vlakno svezˇnja biti Liejeva grupa U(1), homeomorfna s kruzˇnicom
S1. Lokalne trivijalizacije svezˇnja mozˇemo zapisati s
O+ × U(1) =
{
((θ, φ), eiα+) | θ ∈ [0, pi〉 , φ ∈ [0, 2pi〉 , α+ ∈ [0, 2pi〉
}
(5.69)
O− × U(1) =
{




Spajanje vlakana u svezˇnju zadano je strukturnom grupom koja je ovdje opet grupa
U(1) (kruzˇnice medusobno spajamo pomoc´u rotacija). Primjetimo, ovdje imamo struk-




. Time smo uspos-
tavili geometrijsku vezu izmedu Hopfovog svezˇnja i svezˇnja bazˇdarnog polja magnetskog
monopola.
Diracov argument kvantizacije elektricˇnog naboja povezan je s prvim Chernovim bro-






F ∈ Z (5.71)










































Ovaj racˇun nam daje uvid u topolosˇku pozadinu kvantizacije elektricˇnog naboja.
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6 Eksperimentalne potrage
U ovom poglavlju c´emo dati kratak pregled eksperimentalnih potraga za magnetskim mo-
nopolima, pokusˇaj povezivanja elektromagnetskih cˇvorova s opazˇenim pojavama u prirodi
i jedan prijedlog generiranja elektromagnetskih cˇvorova u laboratorijskim uvjetima.
6.1 Elektromagnetski cˇvorovi u laboratoriju
Kuglaste munje su elektromagnetski cˇvorovi? Kuglaste munje [17, 21, 22, 28] su rijedak, ali
dobro dokumentiran meteorolosˇki fenomen. Najcˇesˇc´e su opisane kao elektricˇni izboj (neki
oblik plazme) sfernog ili elipsoidnog oblika koji se ponekad javlja za olujnog vremena,
obicˇno u neposrednoj blizini tla. Tipicˇno su promjera izmedu 10 cm i 1 m, horizontalne
brzine od nekoliko metara u sekundi, s vremenima zˇivota u rasponu od 1 do 10 s. Opazˇene
su u nekoliko boja: bijeloj, zˇutoj, crvenoj, ljubicˇastoj i zelenoj. Unatocˇ brojnim pokusˇajima
preciznog teorijskog objasˇnjenja kuglastih munja i njihovog formiranja, do sada nisu pro-
izvedene u laboratoriju.
Slika 6.1: Dva prikaza kuglastih munja na ilustracijama na prijelazu iz 19. u 20. stoljec´e.
Ran˜ada i Trueba [17, 22, 28] su predlozˇili objasˇnjenje kuglastih munja pomoc´u elektro-
magnetskih cˇvorova. Njihov prijedlog je da bi elektromagnetski cˇvor formiran za vrijeme
udara munje, kad je zrak ioniziran a temperatura jako visoka, prvo zracˇio energiju u skladu
sa Stefan-Boltzmannovim zakonom. Dok god je plazma dovoljno vruc´a vrijedi pretpostavka
o idealnoj vodljivosti, sˇto povlacˇi za sobom ocˇuvanje magnetskog heliciteta, odnosno prijecˇi
rasap kuglaste munje. No, zbog spomenutog isijavanja energije dolazi do smanjenja tem-
perature i vodljivosti, dakle prestaje ocˇuvanje heliciteta sˇto dovodi do rastakanja strukture
kuglaste munje.
Medutim, s obzirom na nedavno opazˇanje grupe kineskih meteorologa [33] ovo objasˇ-
njenje uzroka kuglastih munja vjerojatno nije tocˇno. Spomenuta je grupa meteorologa
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vrsˇila spektralna istrazˇivanja kod munja koje se javljaju u direktnoj blizini tla, prilikom
tih mjerenja spontano se dogodio elektricˇni izboj koji je prepoznat kao kuglasta munja.
Dogadaj je detaljno zabiljezˇen i analiziran, te su tokom cijelog trajanja kuglaste munje
opazˇene emisijske linije silicija, zˇeljeza i kalcija, koji cˇine glavne komponente tla. Ova-
kav rezultat snazˇno upuc´uje na to da kuglaste munje nastaju udarom munje u tlo. Ovo
je objasˇnjenje u skladu sa Abrahamson-Dinnissovom teorijom [21] da se, prilikom udara
munje u tlo, kemijska energija pohrani u nanocˇestice Si, SiO ili SiC koji se onda rasprsˇe u
zraku. Prilikom postupne oksidacije dolazi do emisije pohranjene energije u obliku topline
i svjetlosti. Abrahamson i Dinniss [21] su obavili eksperiment gdje su uzorke tla izlagali
elektricˇnim izbojima, sˇto je produciralo nanocˇestice koje su oksidirale brzinama koje su u
skladu s vremenima zˇivota kuglastih munja.
Laboratorijska priprema elektromagnetskih cˇvorova. Irvine i Bouwmeester [30] su dali
prijedlog kako ostvariti elektromagnetske cˇvorove u laboratoriju pomoc´u lasera. Oni su
Hopf-Ran˜adina elektromagnetska polja izrazili u bazi vektorskih sfernih harmonika i do-
bili jednostavan zapis gdje je Hopfovo polje superpozicija dva vektorska sferna harmonika
koja odgovaraju jednom multipolu ` = m = 1. Ova superpozicija je tzv. Chandrasekhar-
Kendallovo stanje, vlastito stanje rotora∇×. Cˇinjenica da Hopf-Ran˜adina polja cˇine Chan-
drasekhar-Kendall vlastita stanja sa samo jednom vrijednosti ` im uputila ih je na prijedlog
uporabe zraka Laguerre-Gaussovog tipa. Gaussove zrake su zrake monokromatskog elek-
tromagnetskog zracˇenja (obicˇno proizvedenog u laserima) gdje je prol amplituda magnet-
skog i elektricˇnog polja dan Gaussovom krivuljom. Laguerre-Gaussovi modovi koriste se u
modeliranju laserskih zraka cˇiji prol posjeduje osnu simetriju, pa je prirodan odabir cilin-
dricˇnog koordinatnog sustava u kojem se javljaju Laguerrovi polinomi. Irvine i Bouwme-
ester su naveli kako jako fokusirana Laguerre-Gaussova zraka nultog reda sa kruzˇnom
polarizacijom konvergira cˇistom ` = m = 1 multipolnom polju kada se kut fokusiranja
povec´ava prema 90 stupnjeva. To znacˇi da bi se eksperimentalna realizacija elektromag-
netskih cˇvorova mogla dobiti koristec´i kruzˇno polariziranu pulsnu zraku koju bi trebalo
jako fokusirati. Oblik pulsa i prol zrake bi se dodatno mogao kontrolirati svjetlosnim
modulatorom, koristec´i holografske tehnike. Kruzˇne putanje koje bi svjetlost formirala dis-
torzirale bi se tijekom vremena, no moguc´e je da bi ostale stabilne u specijalnim uvjetima
kad svjetlost umjesto kroz zrak prolazi kroz plazmu.
6.2 Potraga za magnetskim monopolima
Prema dosadasˇnjim saznanjima, ako i postoje u prirodi, magnetski monopoli su iznimno
rijetki [29]. Brojnost magnetskih monopola mozˇemo ogranicˇiti indirektnim procjenama
i direktnim mjerenjima. Dva najpoznatija indirektna ogranicˇenja dolaze od kozmolosˇkih
mjerenja (potencijalni udio monopola u tamnoj materiji) i opazˇanja magnetskih polja ga-
laksija (Parkerova granica). Direktna opazˇanja koriste elektromagnetsku indukciju i pro-
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matranje raspada elementarnih cˇestica u razlicˇitim sudarima.
• Takozvana kozmicˇka meda proizlazi iz zahtjeva da masena gustoc´a magnetskih mo-
nopola bude manja od opazˇene kriticˇne gustoc´e svemira. Uz pretpostavku da je pros-
torna raspodjela monopola u svemiru homogena, kozmicˇka meda daje ogranicˇenje
na tok F magnetskih monopola
F < Funiform ∼ 10−12(m/1017GeV)cm−2s−1sr−1
• Parkerova meda slijedi iz razmatranja magnetskog polja nasˇe galaksije, koje iznosi
otprilike 0.3 nT te za razliku od Zemljinog magnetskog polja nije usmjereno, vec´
uglavnom nasumicˇno. To magnetsko polje posljedica je dinamo efekta, gdje rota-
cija galaksije inducira manje struje. Dinamo efekt odgovoran je i za obnavljanje tih
struja koje se dogada na vremenskoj skali perioda rotacije galaksije, otprilike 108 go-
dina. Magnetski monopol koji bi prolazio domenom ovog magnetskog polja iskusio
bi odredeno ubrzanje te bi dobio energiju, sˇto nam daje procjenu na brzinu disipa-
cije magnetskog polja. Iz uvjeta da ta brzina rasapa mora biti manja od prethodno
spomenutog perioda obnove u iznosu od 108 godina, slijedi Parkerova meda
F < FParker ∼ 10−15(m/1017GeV)cm−2s−1sr−1
Uzimajuc´i u obzir neke nove faktore [15,19], Parkerova meda je naknadno poboljsˇana
i iznosi
F < FParker,stroga ∼ 10−16(m/1017GeV)cm−2s−1sr−1
Nadalje, ovdje c´emo izdvojiti najznacˇajnija sustavna direktna opazˇanja monopola.
• Eksperimentalna grupa na cˇelu s P.B.Priceom [6] je 1975. godine promatrala kozmicˇke
zrake i medu signalima jedan interpretirala kao prolaz magnetskog monopola. Medu-
tim, Alvarez [5] je ustvrdio kako je posrijedi bio pogresˇno interpretiran raspad jezgre
atoma platine.
• Cabrera [10] je 1982. godine konstruirao uredaj za mjerenje struje koju bi magnet-
ski monopol inducirao prolaskom kroz supravodljivu petlju. Primjenom ove metode
opazˇen je jedan dogadaj (“Valentine’s day monopole”), ali je on kontroverzan jer to
opazˇanje nije nikad visˇe reproducirano.
• Rezultati s CDF (Collider Detector at Fermilab) kolaboracije na Tevatronu iz 2005. go-
dine (za detalje vidi [29]) daju gornju granicu na udarni presjek generiranja magnet-
skih monopola (spina 1/2 i mase izmedu 200 i 700 GeV-a) ispod 0.2 pb sa sigurnosˇc´u
od 95%.
• Jedna od trenutnih potraga za monopolima i dionima (cˇesticama koje bi nosile i elek-
tricˇni i magnetski naboj) odvija se u sklopu MoEDAL eksperimenta na LHC-u, pro-




U ovom radu smo detaljno analizirali dva zikalna primjera u kojima Hopfov svezˇanj igra
vazˇnu ulogu: elektromagnetske cˇvorove i magnetski monopol. Hopfov svezˇanj je geome-
trijski objekt u kojem je svakoj tocˇki 2-sfere pridruzˇena kruzˇnica, a sve te kruzˇnice u pot-
punosti ispunjavaju 3-sferu. Iako je ovakvu konstrukciju tesˇko zorno predocˇiti, upotrebom
stereografskih projekcija mozˇemo dobiti jasniji uvid u izgled Hopfovog svezˇnja.
Kod elektromagnetskih cˇvorova Hopfov svezˇanj direktno upotrebljavamo u konstrukciji
topolosˇki netrivijalnog rjesˇenja vakuumskih Maxwellovih jednadzˇbi. U Hopf-Ran˜adinom
elektromagnetskom polju silnice elektricˇnog i magnetskog polja su kruzˇnice povezane u pa-
rovima u Hopfovu kariku. U zadnjih nekoliko godina pojavila su se nova rjesˇenja Maxwel-
lovih jednadzˇbi u kojima su silnice josˇ slozˇeniji cˇvorovi. Iako eksperimentalna konstrukcija
ovakvih polja zasada nije ostvarena, ocˇekuje se kako bi neki od prijedloga njihove realizacije
mogli u bliskoj buduc´nosti uroditi plodom. S druge strane, kod magnetskog monopola Hop-
fov svezˇanj se pojavljuje implicitno, u strukturi njegovog bazˇdarnog polja. Naime, osnovna
primjena svezˇnjeva u zici je formalan opis bazˇdarnih polja u prostoru. Na ovom primjeru
uvidamo vazˇnost topologije u zikalnim zakljucˇcima, medu kojima je istaknut onaj koji po-
vezuje samo postojanje magnetskih monopola i kvantizaciju elektricˇnog naboja. Nazˇalost,
temeljite i dugotrajne eksperimentalne potrage za magnetskim monopolima do danas su
dale samo ogranicˇenja na njihovu brojnost u svemiru.
Osim ovdje obradenih primjera, na Hopfov svezˇanj nailazimo i kod niza drugih zi-
kalnih fenomena [26], medu kojima mozˇemo izdvojiti obicˇan dvodimenzionalan izotropan
klasicˇni harmonicˇki oscilator i jednostavan kvantni sustav s dva stanja. Slozˇeniji slucˇaj
Hopfovog svezˇnja, S3 ↪→ S7 → S4, povezan je s tzv. BPST instantonom. Medutim, i dalje




Dodatak A Stereografska projekcija
Stereografske projekcije su uobicˇajen alat zadavanja lokalnih koordinata na sferama. Neka
je n ∈ N, a Sn jedinicˇna n-dimenzionalna sfera smjesˇtena u Euklidski prostor Rn+1, sa
sredisˇtem u ishodisˇtu O. U prostoru Rn+1 c´emo koristiti Kartezijev koordinatni sustav
{x1, . . . , xn+1}
Mi c´emo razmotriti stereografske projekcije u ravninu Σ, deniranu s xn+1 = 0, s obzirom
na sjeverni pol N(0, 0, . . . , 0, 1) i juzˇni pol S(0, 0, . . . , 0,−1). Tocˇke cˇije koordinate zˇelimo








Slika A.1. Shematski prikaz stereografske projekcije.
Projekcije iz sjevernog pola
Neka je zadana tocˇka T (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Sn, pri cˇemu vrijedi
n+1∑
i=1
x2i = 1 (A.1)
Do projekcije P dolazimo spusˇtajuc´i se duzˇ pravca na kojem lezˇe tocˇke N i T , pomicˇemo
se za iznos t sve dok taj pravac ne presijecˇe ravninu Rn, jer za tocˇku P vazˇi xn+1(P ) = 0.




ON + t · −−→NT
−−→
NT = (x1, x2, . . . , xn, xn+1 − 1)
Uvrsˇtavanjem donjeg izraza u gornji dobije se
P
(













1− xn+1 , · · · ,
xn
1− xn+1 , 0
)
(A.4)
Pogledajmo kako izgleda proces u obratnom smjeru, kada su nam poznate koordinate
projicirane tocˇke P (x1, x2, . . . , xn, 0) ∈ Rn, a zˇelimo saznati koordinate tocˇke T na sferi




OP + t · −−→PN
−−→
PN = (−x1,−x2, . . . ,−xn, 1)
Uvrsˇtavanjem se dobije
−→
OT = (x1 − tx1, x2 − tx2, . . . , xn − txn, t) (A.5)
S obzirom da je trazˇena tocˇka T na jedinicˇnoj kruzˇnici, suma kvadrata njenih koordinata
mora biti 1
(x1(1− t))2 + (x2(1− t))2 + · · ·+ (xn(1− t))2 + t2 = 1
(1− t)2(x21 + x22 + · · ·+ x2n) + t2 = 1
Mozˇemo uvesti pokratu ρ za udaljenost P od ishodisˇta O: ρ ≡ x21 + x22 + · · · + x2n, uz tu
pokratu se nasˇ izraz svodi na kvadratnu jednadzˇbu
(1 + ρ2)t2 − 2ρ2t+ ρ2 − 1 = 0 (A.6)
Jedno od rjesˇenja ove jednadzˇbe je t+ = 1 koje odgovara situaciji kad je tocˇka T upravo





















Projekcije iz juzˇnog pola
Za zadanu tocˇku T , postupak dobivanja njene projekcije Q iz juzˇnog pola posve je ana-






























gdje ρ′ ≡ x21 + x22 + · · ·+ x2n opet odgovara udaljenosti projekcije Q od ishodisˇta O.
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Dodatak B Mnogostrukosti i tenzori
Denicija B.1. Topolosˇki prostor je ureden par (X,T ) skupa X i familije podskupova
T skupa X , takve da sadrzˇi
• prazan skup ∅ ∈ T i cijeli skup X ∈ T ,
• svaku uniju proizvoljnog broja svojih elemenata,




• svaki presjek konacˇno mnogo svojih elemenata,




Kazˇemo da smo s familijom T zadali topologiju na skupu X .
Jednom kad smo na skupu X denirali topolosˇki prostor, skupove O iz familije T zo-
vemo otvoreni skupovi. Njihove komplemente, skupove oblikaX−O, zovemo zatvoreni
skupovi.
Denicija B.2. Okolina tocˇke a ∈ X u topolosˇkom prostoru (X,T ) je svaki otvoren
skup O ∈ T koji sadrzˇi tocˇku a. Kako bi naglasili da je otvoren skup O okolina tocˇke a
koristimo oznaku Oa.
Denicija B.3. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor. Baza topologije T je familija skupova
B ⊆ T , takva da
(a) za svaku tocˇku a ∈ X postoji okolina Ba ∈ B
(b) za svaka dva skupa B1, B2 ∈ B postoji B3 ∈ B, takav da je
B3 ⊆ B1 ∩B2
Denicija B.4. Za topolosˇki prostor (X,T ) kazˇemo da je
• povezan ako se ne mozˇe razdijeliti na uniju dva neprazna otvorena disjunktna skupa.
• Hausdorov ako za svake dvije razlicˇite tocˇke a, b ∈ X postoje disjunktne okoline
Oa i Vb.
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Denicija B.5. Neka su (X,TX) i (Y,TY ) topolosˇki prostori. Kazˇemo da je f : X → Y
neprekidno preslikavanje ako je za svaki otvoren skup V ∈ TY praslika f−1(V ) ∈ TX .
Homeomorzam je bijekcija ϕ : X → Y takva da su ϕ i ϕ−1 neprekidna preslikavanja.
Za svojstvo topolosˇkog prostora X kazˇemo da je topolosˇko ako ga cˇuvaju homeomorzmi.
Denicija B.6. Za topolosˇki prostor (X,T ) kazˇemo da je lokalno euklidski ako za svaku
tocˇku a ∈ X postoji okolinaOa ∈ T homeomorfna s otvorenim skupom uRm. Topolosˇka
mnogostrukost je povezan, Hausdorov, lokalno euklidski topolosˇki prostor s prebroji-
vom bazom. Dimenzija mnogostrukosti je dim(M) = m.
Denicija B.7. Neka je M topolosˇka mnogostrukost. Karta je ureden par (O,ψ) otvore-
nog skupaO ⊆M i homeomorzmaψ : O → U ⊆ Rm. Glatki atlasA na mnogostrukosti
M je familija karata {Oα, ψα} koja zadovoljava naredna dva svojstva:
(a) {Oα} je pokrivacˇ mnogostrukosti M ,
⋃
αOα = M ;
(b) ako je Oα ∩Oβ neprazan skup, tada je
ψα ◦ ψ−1β : ψβ(Oα ∩Oβ)→ ψα(Oα ∩Oβ)
glatko preslikavanje.
Denicija B.8. Glatka mnogostrukost je ureden par (M,A) topolosˇke mnogostrukosti
M i glatkog atlasa A.
Denicija B.9. Neka je M glatka mnogostrukost. U svakoj tocˇki p ∈ M deniramo skup
Fp(M) uredenih parova (Op, f) okolinaOp i glatkih funkcija f : Op → R. Na skupu Fp(M)
deniramo relaciju ekvivalencije (Op, f) ∼ (Up, g) akko postoji okolina Vp ⊆ (Op ∩ Up)
na kojoj je f = g. Germ je klasa ekvivalencije danog uredenog para (Op, f). S C∞p (M)
oznacˇavamo skup svih germova u tocˇki p ∈M .
Denicija B.10. Tangentni vektor v u tocˇki p ∈ M je preslikavanje v : C∞p (M) → R
koje je
(a) linearno, v(αf + βg) = αv(f) + βv(g) i
(b) zadovoljava Leibnizovo svojstvo, v(fg) = fv(g) + gv(f)
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Denicija B.11. Neka je V vektorski prostor, a V ∗ njegov dual. Tenzor T ranga (k, l) je
multilinearno preslikavanje
T : V ∗ × V ∗ × . . . V ∗︸ ︷︷ ︸
k
×V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
l
→ R
Drugim rijecˇima, T je lineran u svakoj varijabli: za sve vektore u, v ∈ V , dualne vektore
u∗, v∗ ∈ V i konstante α, β ∈ R vrijedi
T (. . . , αu+ βv, . . . ) = αT (. . . , u, . . . ) + βT (. . . , v, . . . ) (B.1)
T (. . . , αu∗ + βv∗, . . . ) = αT (. . . , u∗, . . . ) + βT (. . . , v∗, . . . ) (B.2)
Denicija B.12. Tenzorski produkt tenzora S ranga (ks, ls) i tenzora T ranga (kt, lt)
deniran je s
(S ⊗ T )(u∗1, . . . , u∗ks+kt , v1, . . . , vls+lt) ≡
≡ S(u∗1, . . . , u∗ks , v1, . . . , vls) · T (u∗ks+1, . . . , u∗ks+kt , vls+1, . . . , vls+lt)
Na mnogostrukosti M deniramo tenzore na tangentnih vektorskim prostorima TpM .
Specijalno, tenzori ranga (0, 0) su funkcije f : M → R, a tenzori ranga (1, 0) tangentni
vektori. Tenzore ranga (0, 1), dualne vektore, zovemo josˇ i 1-forme. Tangentni vektori u
svakoj tocˇki p ∈M , zajedno s operacijama zbrajanja i mnozˇenja konstantama,
v(f + g) ≡ v(f) + v(g) , (αv)(f) ≡ α · (v(f))
cˇine vektorski prostor kojeg oznacˇavamo s TpM . Na slicˇan nacˇin, 1-forme u svakoj tocˇki
p ∈M tvore dualni, kotangentni prostor kojeg oznacˇavamo s T ∗pM .
Pomoc´u svake karte, odnosno koordinata {x1, . . . , xm}, postoji prirodan odabir baze
tangentnog prostora {∂1, . . . , ∂m} te baza kotangentnog prostora {dx1, . . . , dxm}. Pomoc´u
ovih baza mozˇemo denirati komponente tenzora
T ν1···µ1··· ≡ T (∂µ1 , . . . , dxν1 , . . . )
Takozvani apstraktni indeksi, za koje koristimo mala slova latinskog alfabeta, oznacˇavaju
tip tenzora, bez konkretne reference na neki koordinatni sustav. Svaka tenzorska jednakost
zapisana pomoc´u apstraktnih indeksa automatski vrijedi u svakom koordinatnom sustavu.















(Tabc + Tcab + Tbca − Tbac − Tacb − Tcba)
Za tenzor Tab···z kazˇemo da je totalno antisimetricˇan ako vrijedi Tab···z = T[ab···z]. Na
svakoj mnogostrukosti dimenzije m mozˇemo denirati Levi-Civita tenzor , totalno anti-
simetricˇan tenzor ranga (0,m), normiran prema
a1···am
a1···am = (−1)s (B.3)
gdje je s ukupan broj negativnih vrijednosti u signaturi metrike. Konkretno, oznacˇimo li s





Dodatak C Diferencijalne forme
Denicija C.1. Diferencijalne forme, odnosno p-forme, su totalno antisimetricˇni ten-
zori ranga (0, p).
Na primjer, 0-forme su funkcije f : M → R, a 1-forme vektori iz kotangentnog prostora
T ∗M . Prostor p-formi na mnogostrukosti M oznacˇavamo s Ωp(M).
Denicija C.2. Vanjski produkt (engl. wedge product) je operacija koju mozˇemo deni-
rati na elementarnim diferencijalnim formama prema
dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµp ≡
∑
pi∈Sp
sgn(pi) dxµpi(1) ⊗ · · · ⊗ dxµpi(p) (C.1)
gdje je Sp grupa permutacija p elemenata.
Na primjer,
dx ∧ dy = dx⊗ dy − dy ⊗ dx
dx ∧ dy ∧ dz = dx⊗ dy ⊗ dz + dz ⊗ dx⊗ dy + dy ⊗ dz ⊗ dx−
− dx⊗ dz ⊗ dy − dz ⊗ dy ⊗ dx− dy ⊗ dx⊗ dz





µ1 ∧ · · · ∧ dxµp (C.2)







Teorem C.3. Za svaku p-formu αp ∈ Ωp(M) i q-formu βq ∈ Ωq(M) vrijedi
αp ∧ βq = (−1)pqβq ∧ αp (C.3)
Kao izravan korolar ovog teorema znamo da za neparan broj p vrijedi αp ∧ αp = 0.
Denicija C.4. Kontrahiranje diferencijalne forme α ∈ Ωp(M) s vektorskim poljem Xa
je preslikavanje iX : Ωp(M)→ Ωp−1(M) denirano s
(iXα)(v1, . . . , vp−1) ≡ α(X, v1, . . . , vp−1) (C.4)




Teorem C.5. Za svaku p-formu ω ∈ Ωp(M) vrijedi
iX(iXω) = 0 tj. i2X = 0 (C.6)
Teorem C.6. Za svaku p-formu αp ∈ Ωp(M) i q-formu βq ∈ Ωq(M) vrijedi
iX(αp ∧ βq) = (iXαp) ∧ βq + (−1)pαp ∧ iXβq (C.7)
Denicija C.7. Vanjska derivacija (engl. exterior derivative) d : Ωp(M) → Ωp+1(M)




α ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp (C.8)
Ako je p ≥ dim(M), tada vrijedi dω = 0.
Teorem C.8. Za svaku p-formu ω ∈ Ωp(M) vrijedi
d(dω) = 0 tj. d2 = 0 (C.9)
Teorem C.9. Za svaku p-formu αp ∈ Ωp(M) i q-formu βq ∈ Ωq(M) vrijedi
d(αp ∧ βq) = dαp ∧ βq + (−1)p αp ∧ dβq (C.10)
Denicija C.10. Hodgeov dual ∗ : Ωp(M) → Ωn−p(M) je preslikavanje koje prebacuje







Pomoc´u identiteta umnosˇka dva Levi-Civita tenzora s prvih k kontrahiranih indeksa,
µ1...µkµk+1...µmµ1...µkνk+1...νm = (−1)s k! δµk+1...µmνk+1...νm (C.12)
mozˇemo povezati kontrahirane komponente diferencijalnih formi s izrazom zapisanim po-
moc´u Hodgeovog duala
ga1b1 · · · gapbpαa1...apβb1...bp = (−1)sp! ∗ (α ∧ ∗β) (C.13)
Hodgeov dual ovog identiteta daje(
ga1b1 · · · gapbpαa1...apβb1...bp
)
 = p!α ∧ ∗β (C.14)
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Povlacˇenje diferencijalnih formi. Neka su M i N glatke mnogostrukosti. Zanima nas
kako pomoc´u zadanog preslikavanja f : M → N “premjesˇtati” tenzore s M u N i obratno.
Svako preslikavanje g : N → R mozˇemo “povuc´i” na M pomoc´u kompozicije,
(f ∗g) ≡ g ◦ f : M → R (C.15)
Nadalje, tangentne vektore mozˇemo “gurati” s TpM u Tf(p)N pomoc´u preslikavanja
f∗ : TpM → Tf(p)N
koje je za svaki vektor v ∈ TpM denirano s
(f∗v)(g) ≡ v(f ∗g) = v(g ◦ f) (C.16)
Ako je funkcija f u nekom koordinatnom sustavu zadana s
f(x1, · · · , xm) = (y1, · · · , yn)





Na slicˇan nacˇin uvodimo i povlacˇenje 1-formi,
f ∗ : T ∗f(p)N → T ∗pM
koje je za svaku α ∈ T ∗pM denirano s
(f ∗α)(v) ≡ α(f∗v) (C.18)
Odavde mozˇemo dobiti koordinatni izraz za komponente




Analogno deniramo i povlacˇenje opc´enite p-forme ω ∈ Ωp(N),
f ∗ω(v1, . . . , vp) ≡ ω(f∗v1, . . . , f∗vp) (C.20)
Teorem C.11. Povlacˇenje “komutira” s vanjskom derivacijom
f ∗(dα) = d(f ∗α) (C.21)
i djeluje “distributivno” na vanjski produkt
f ∗(α ∧ β) = (f ∗α) ∧ (f ∗β) (C.22)
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Dodatak D Svezˇnjevi
Ugrubo, svezˇanj je poopc´enje ideje Kartezijevog produkta skupova. Osnovna konstrukcija
polazi od dva skupa, baznog prostora i vlakna, koje zˇelimo “kombinirati” u tzv. totalni pros-
tor: on c´e lokalno biti Kartezijev produkt otvorenog skupa u baznom prostoru i vlakna, ali







Slika D.1. Shematski prikaz svezˇnja.
Denicija D.1. Svezˇanj je uredena petorka (E, pi,B, F,G) koju cˇine:
a) 3 mnogostrukosti: totalni prostor E, bazni prostor B i vlakno F
b) neprekidna surjekcija (tzv. projekcija) pi : E → B
c) strukturna grupaG (Liejeva grupa) cˇije je djelovanje na F zadano homeomorzmom
χ : G→ Bij(F )
takva da postoji otvoren pokrivacˇ {Oα} baznog prostora B i
• za svaki α postoji homeomorzam (lokalna trivijalizacija)
τα : Oα × F → pi−1(Oα)
za koju vrijedi pi ◦ τα(p, f) = p za svaki p ∈ Oα, f ∈ F , te
• za svaki par Oα, Oβ s nepraznim presjekom postoje tzv. prijelazne funkcije
hαβ : Oα ∩Oβ → χ(G)
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: F → F




Denicija D.2. Ako je vlakno vektorski prostor, tada govorimo o vektorskom svezˇnju.
Specijalno, svezˇanj tangentnih vektorskih prostora na glatkoj mnogostrukosti zovemo tan-
gentni svezˇanj.
Denicija D.3. Glavni svezˇanj je svezˇanj u kojem je vlakno F homeomorfno sa struk-
turnom grupom G. Svakom svezˇnju mozˇemo jednoznacˇno pridruzˇiti jedan glavni svezˇanj
kojeg oznacˇavamo s P (B,G).
Denicija D.4. Prerez svezˇnja je glatko preslikavanje s : B → E takvo da je pi(s(x)) = x
za svaki x ∈ B. Razlikujemo lokalni i globalni prerez, ovisno o tome je li deniran na nekom
otvorenom skupu ili na cijelom baznom prostoru B.
Teorem D.5. Glavni svezˇanj P (B,G) je trivijalan ako i samo ako dopusˇta deniranje glo-
balnog prereza.
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Dodatak E Heliciteti elektromagnetskog polja
S obzirom da u odsustvu elektricˇnih i magnetskih izvora vrijedi ∇ · E = 0 i ∇ · B = 0,
lokalno uvijek mozˇemo uvesti vektroske potencijale
B =∇×A , E =∇×C (E.1)
Analogno mozˇemo uvesti i Riemann-Silbersteinov vektorski potencijal W,
F = E+ iB =∇×W , W = C+ iA (E.2)
Sada deniramo elektricˇni helicitet
hee ≡
∫








d3x C ·B (E.5)
hme ≡
∫
d3xA · E (E.6)
Ponekad se koristi i elektromagnetski (totalni) helicitet
h ≡ 1
2
(hee + hmm) (E.7)
Bazˇdarna transformacija vektorskog potencijala C → C +∇λ ne utjecˇe na divergenciju
∇ · E = 0. Prilikom ove bazˇdarne transformacije elektricˇni helicitet dobije dodatni cˇlan,
hee → hee +
∫
d3x∇λ · E =
∫
d3x (∇(λE)− λ∇ · E) =
∫
∞
λE · da (E.8)
Kako vektorski potencijal C trne u beskonacˇnosti, isto vrijedi i za bazˇdarnu funkciju λ.
Stoga, elektricˇni helicitet c´e biti bazˇdarno invarijantan ako elektricˇno polje trne barem kao
r−2. Isti zakljucˇak vrijedi i za ostale helicitete. Helicitet elektromagnetskog polja mozˇe se
dovesti u vezu [24] s razlikom lijevo i desno polariziranih modova (fotona) u elektromag-
netskom valu,




d3x (∂tC · E+C · ∂tE) (E.10)
∂thmm =
∫
d3x (∂tA ·B+A · ∂tB) (E.11)
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(A× E) · da (E.13)
Pod pretpostavkom da polja dovoljno brzo trnu u beskonacˇnosti, dobivamo
∂thee = −∂thmm = 2
∫
d3x E ·B (E.14)
Dakle, elektromagnetski helicitet (rjesˇenja vakuumskih Maxwellovih jednadzˇbi koja trnu
dovoljno brzo u beskonacˇnosti) sacˇuvan je u vremenu,
∂th = 0 (E.15)
Specijalno, ako je doticˇno elektromagnetsko polje svjetlosno (u kom slucˇaju produkt E ·B
isˇcˇezava), isto vrijedi za pojedinacˇni elektricˇni i magnetski helicitet,
∂thee = 0 = ∂thmm (E.16)
Riemann-Silbersteinov vektorski potencijal W za Batemanovo rjesˇenje dan je izrazom
W = α∇β (E.17)
Naime,
∇×W =∇× (α∇β) =∇α×∇β + α∇×∇β = F (E.18)
Pomoc´u Riemann-Silbersteinovog vektorskog potencijala mozˇemo pronac´i vezu medu elek-
tromagnetskim helicitetima Batemanovog rjesˇenja. Promotrimo
W · F = α∇β · (∇α×∇β) = 0 (E.19)
S druge strane
W · F = (C+ iA) · (E+ iB) = C · E−A ·B+ i(A · E+C ·B) (E.20)
Kako znamo da su i realni i imaginarni dio nula, slijede jednakosti
C · E = A ·B , A · E = −C ·B (E.21)
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Dakle, za Batemanovo rjesˇenje smo dobili
hee = hmm (E.22)
hem = −hme (E.23)
Konacˇno, kako je poopc´en Batemanov ansatz moguc´e zapisati u obliku F = ∇f ×∇g,
uz h = (∂αf)(∂βg)− (∂βf)(∂αg), slijedi kako je prirodan odabir Riemann-Silbersteinovog
vektorskog potencijala u ovom slucˇaju W = f∇g.
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